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de = 5-0 + dy +£adz. Si hacemos L=P(x,y,2) , Y=0Q(xyz) y 


ES Е 


=R(x,y,z) se tendrá: df= Р(х,у,2) dx + Q(x,y.z)dy + R(X,y,z) dz 


La función P(x,y,z) dx + Q(x.y.z) dy + R(x,y,z) dz se Пата 1— forma diferencial. 


2 


Sea w = P(x,y,z)dx + О(х,у,2)ду + R(x,y,2) dz una función 1—forma, definida en un 


abierto U CIR”. Decimos que w es exacta en U si se cumplen las igualdades : 
Ф PR R 


y a'a x бт y 


4] 5ї w es exacta en un abierto U c IR”, entonces existe una función diferenciable 


f: U C IR? —> IR tal que df= w. En este caso decimos que f es una primitiva de 
wenU. 


05| La definición en 4, sólo nos dice que existe f cuando w es exacta, pero no nos dice 


¿Cómo se halla f ?. Hallar la función f es sólo un problema de resolver una ecuación 
diferencial exacta. 


TEOREM. Sea &:[a,b] —9 IR? un camino regular tal que à ([a,b])=C 
Г y E 


es la traza de б; y sea F:Uc IR7—> IR? un campo vectorial continuo en la 
región U que contiene a la curva C, definida por: 


F(x,y,2)=(P(3,y,2),Q(23,y,2),R(x,y,2)) 


donde P, О, К: U c IR — IR son funciones reales de clase С! en U. 


Si la función l-forma diferencial P(x,y,z) dx  Q(x.y,z) dy + R(x,y,z) dz= F-dà, 
es exacta entonces existe una función f: U c IR? —— R, tal que: 


1) df= Pdx + Qdy + Rdz 


2) fes +Qdy +Rdz] depende sólo de los extremos del camino @ que une los 


e 
extremos a(a) = (Xi yi, zi) y a(b) = (o, Y2 , 22), y se cumple: 


[еч гоо уол) гоа) 
pus 
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Comentario: Según el teorema 1, si F es un gradiente sobre U, entonces 
existe una función escalar f:Uc IRÓ—o IR tal que 
Vr 


Si esto ocurre, entonces: 
Е se llama CAMPO vectorial CONSERVATIVO 
y f se llama función POTENCIAL DEL CAMPO VECTORIAL F. 


Consecuencias: 


Una consecuencia del teorema 1, es lo referente a las funciones reales definidas en 
algún subconjunto de IR". 


Sea 


f:U C IR? ——> IR una función de clase С", r>1 definida en la región abierta U c IR? 
(х,у) —9 2= х,у) 


La diferencial de Гез la aplicación lineal: df = +@ чу 


e Haciendo : 


= М(х,у), L=N(x,y) y а= w ,queda definida la función 


Е] 


y además : 


M, N : U c IR?-—>IR son funciones de clase С! 


+ La función l-forma w = Мах + Му es exacta en U si se cumple : 


e Si la función l-forma w=Mdx + Мау ез exacta, entonces existe una función 


f:Uc IR? — R tal que df = w. En este caso decimos que f es una primitivo de 
w enU. 


e Lafunción f se halla resolviendo la ecuación diferencial exacta Мах + Ndy = 0 


Sea a : [ab] — IR? un camino regular tal que. &([a,b]) = C es la traza de с y 


sea F: U c R? — R? un campo vectorial de clase C! en U 
(y) ——9 Е(х,у)= (М(х,у), N(x, y )) 
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Si la función 1 — forma diferencial Mdx + Ndy = F 
función f: U c IR — IR tal que: 


«da es exacta, entonces existe una 


1. df- Мах +Ndy , y 


2. [ме +Ndy] depende solamente de los extremos del camino @ que une los 
c 
extremos a(a)=(x1,y,) y a(b)=(x2,y2), y se cumple: 


[Ege tos roo 
с 


EJEMPLO 1| (Aplicación del corolario 1) 


Sea el campo vectorial F:Uc R? — R? definido por F(x.y)- (Y) 2xy) 
donde U = ((x,y) e IR/-4 <x < 4 ,-4 «y «4 , (x,y) (2,0) 


Calcular [s , siendo C un camino contenido en U y une los puntos desde 
A(-1,-2) hasta B(3,2). 

Solución: 

Este problema cumple las hipótesis del COROLARIO 1 

* La principal hipótesis se refiere que el campo vectorial F(x y) - (Y, 2xy), 
cumple la propiedad: 24 = 24 , donde M - y! , N - 2xy 
Esto es, la función 1 — forma ydx + 2xy dy es exacta, lo cual implica que existe 
una función escalar f(x,y) tal que F=Vf. 


Nuestra tarea es hallar la función f(x,y). 


Método a seguir, para hallar la función f(x, y). 


Paso 1 | Setiene que Vf =f , esto es: 
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Al igualar componentes: all ^ 


х7 
L integramos 
f(x,y) = y! x + Щу), debemos hallar h (y) 


Derivar respecto ау: 


Igualar (1) y 2) 2yx +42 - 2xy 


=h(y)=k , k= constante 


En consecuencia: |f(x,y) =YX +k 


Paso 2 | Aplicamos el corolario 1, esto es, que la integral de línea [5s sólo 


depende de los extremos de cualquier camino que une los puntos 
А(-1,-2) y В (3,2). 
Ез decir: [ева гов) (C) donde fy) =yx +k 
с = 1023) + К] - [627 CD + К 
=16 


EJEMPLO 2 | (Aplicación del TEOREMA 1) 


2,13) A á PEN 
Calcular: (бху? +22”) dx -9x^y dy +(4xz+1)dz 
1,0,2) 


Solución: 


En este problema se tiene: 


AER 2 =18xy? —, 

P(xyz) = бху’ + 27 

sdz 

2 -18xy? e 
обла ay <L = 

2-0 

a 

Rea < 
R(x,y.z) = 4xz+ 1 < 

Ro «1 
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i i ‚ Ф929 PR 
Observando las derivadas parciales, se cumple que: NCAA E 


Este resultado es la hipótesis principal del TEOREMA 1, lo cual implica que existe una 


función escalar f(x,y,z) tal que Vf = F, esto єз, 


(ккк 


2y’ e) =(6xy? +22? ‚9х?у? ‚4х2 +1) 


A partir de esta igualdad vectorial, debemos hallar la función f(x,y,z). 
Veamos: 


Igualando componentes se tiene: 


Integrar respecto a "x" : 


f(x,y,2)= Í [óxy? «22 ] dx g(y,z) 


f(x,y,z) = 3x! y + 227х + g(y,2) ... (3). Debemos hallar g(y,z). 


Derivar respecto a “у 


E Lg, 2,2 Р 
yy +8, (yz) (4 
lgualar (4) con (1) : 9x y + р, (9,2) = 9х” у? 
By oa) Serv (5) 
Integrar la función en (5) respecto a y : 
2(y,2) = роо 
= gly.z)=h(z) .. (6) 
Reemplazar (6) en (3) : 
fGuy,z) =3x Y + 22x  h(a) | esse (7). Debemos hallar h(z) 
Derivar respecto a z . 
- АЖЕ dh 
E 4zx uS — (8) 
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Igualar (8) con (2) : 
dax += 4x2 +1 
£=1 
integrar respecto az: h(z)= | 1dz+k 


h(2)=z+k 


Reemplazar (9) en (7): | f(x,y,z) =3x y +22 x+z+k 


e Ahora, aplicamos la tesis del Teorema 1, esto es, que al integral de línea sólo 
depende de los puntos extremos (1,0,2) y (-2,1,3) de cualquier camino que las une. 


El resultado es: 


724.3) 
[ w=f(-2,1,3)-f(1,0,2) 
010,2) ES 2 2 (93 2 
-[3(-2) 0) -2(3)* (-2) &3« k]- [3(D)* (0)? -2(2)* (D) - 2-k] 
2-31 


TEOREMA2 | Sca P, Q, R : U c IR? — IR funciones reales continuas en U, y 


sead:[a,b]—— IR? un camino regular cerrado, esto es, &(a)=@(b) tal que 
a ([a,b]) = C es la traza de à. 
La función l-forma Рах + Обу + Rdz es exacta si y sólo si 


[|1Рах+оду+к@]=0 
€ 


EJEMPLO Calcular fé «da donde Е(х,у,2) = Qx —y!, —2yx & Z ,2zy +1), siendo 
ё 


C la curva que es intersección entre las superficies x y +2 = 16 


y, X y! =4х. 
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Solución: 
En este problema se cumplen las 3 hipótesis del TEOREMA 2: 


1. Las funciones reales P-2x-y! , Q= —2yx + 2, R=2zy+1 son continuas en 
U = IR (por ser polinomios en x,y,z). 


2. Secumpleque: E== , £- 


гр _ д0 әрә 20 
0у dx а x o д 


3. La curva C es cerrada. 


En consecuencia: [ F.dà-0 


PROBLEMAS PROPUESTOS 


INTEGRALES DE LINEA SOBRE CAMPOS VECTORIALES CONSERVATIVOS 


01. Dado el сатро de fuerzas 21) " 
03. Calcular 2xydx + x^dy 
ü 


F(x,y,2)=- (kx,ky,kz), donde S 


k constante. Rpta.: 4 
Halle el trabajo que realiza la fuerza 


r- 


S 5,12) 
F para trasladar una partícula que se 04, Calcular [ 
encuentra en un punto de la esfera (34) 


x! y! z =4 hasta un punto de la (el origen de coordenadas no se balla 
esfera x? + yt Z=16. en el contorno de integración) 
E lk a B 
Rpta.: ak Rpta.: Ln 
2,3) CNN 
02. Calcular y dx +x dy 05. Calcular [ SYS donde los 
- pom 
Кра: 8 puntos P, у P, están situados sobre 


las circunferencias concéntricas cu- 
yos centros se hallan en el origen de 
coordenadas y los radios son iguala a 
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Ri y Ra, respectivamente (el origen 
de coordenadas no se halla en el 
contorno de integración. 


Rpta.: К-К; 


213) n 
06. [ хах — y dy + zdz 
(1,12) 


: 10 
Rpta.: 3 


321) 
07. f yzdx + zx dy + xy dz 
(1.23) 


Кра: 0 


531) 
08. [| 
(7.23) 


de integración no corta la superficie 


z- yzdx 
УША. (el contorno 


z=2, 
y 


и. 


recorrida en sentido contrario al de 
las agujas del reloj. 


Араг 0 
Calcular j F-dà , donde: 
с 


Е = (xy? +3х?у,(х+у)х2), 


С es el camino formado рог los 
segmentos de recta de (1,1) a (0,2) a 
(3,0). 


Ера: —Y, 


. Calcular frs ‚ donde : 
© 


С es el camino parametrizado рог: 
x=8-1,y=fP-1,0<t<1 


" 9 
Rpte: “Ж Rp: -\ 
X2Y2) LAS 
09, [ Q(x)dx +w(y) dy M. Calcular fi da, donde : 
(xy) c 
Я 2 2 is 
xa y2 F=[cos(xy*)-xy* sen(xy^)]i 
Rpta.: [ | w(y)dy mE 
ч n —2x!ysen(xy?) j 
M [sea Ces la curva а (1) = (еї, еї"! 
(22) х+у -1<1<0 
Кра: — Ln(x4 y) Rpta.: cos(e? ) -Lcos (2) 
1. Calcular de + y)dx +(x—y)dy, 15. [y +x2ydy, para cada uno de 
c 
los siguientes caminos : 
donde C es la elipse 
742 == —— — 


a) 


b 


c) 


17. 
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C es la frontera de la región limita- 
2 


dos por: y=0,y=x, у= 


C es el camino que recorre la gráfica 
desde (1,0) hasta 


C es el camino que recorre desde el 


punto (1,0) hasta ( m 2) y de éste 


hasta el punto ( 


Rpía.: — a)O b) + с)1 


. Calcular 


[o emen ay 


donde C es cualquier camino desde 
(0,0) hasta (1,1) 

Ера: "0, 

Calcular 


[oe os donde 
С 


C es cualquier camino desde (1, -1) 
hasta (0,3). 


Кра: 8 


Calcular : 
[eo +(3 +хсоѕу)ау , 


donde C es el camino paramétrico. 


R()- (cost) i + (sent) j, Ot 


b 


b) 


20, 


. El campo gravitatorio G entre dos 


partículas de masas M (en el origen 

de coordenadas) y m separadas una 

distancia r es G(x,y,z) = —EM R 
г 


donde К es la constante gravitatoria, 
R=xi+ yj+zk угез el módulo de 
R. 


Demuestre que G es conservativo y 
halle un potencial escalar f para G, 
que se llama el potencial newto- 
niano. 


Calcule el trabajo realizado contra G 
al mover un objeto desde cl punto 
Р(а , by, c) hasta Q(az , bs , сз). 


Rpta.: 


f = ам 
т 
СРБ kk Lo 
yaj+bi+ci o аы +С 
a) Demostrar que : 


Е = (2ху+ 22) +x? j+ 3x2 К 
es un сатро de fuerzas conser- 
vador. 


b) Hallar el potencial escalar del que 
deriva. 


c) Halle el trabajo realizado para 
desplazar un cuerpo en este 
campo desde (1,-2,1) a (3,1,4) 

Rpta.: 

a) Basta probar que VxE=0 


b) f(x,y,z) = xy «xz 
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c) 202 


21. Sea: 
F(x.y,z) = Qxy? 


y Г la intersección de las superfi- 
cies, en IR, z=x?, y Halle el 
trabajo que realiza la fuerza Е рага 
trasladar una particula desde el 
punto A(-2,-2,4) hasta el punto 
B(2,2,4) siguiendo la curva T. 


Rpta.: 2% 


22. Determine el trabajo que realiza la 
fuerza F(x,y,z)=(yZ,XZ, Ny) para 
trasladar una partícula desde el punto 
A(1,-1, 2) hasta el punto B(0,1,1) a 
lo largo de la curva Г que es inter- 
sección de las superficies: 


x+y+2=2 ; *+y 
Rpta: 2 
23. Sea el campo vectorial 
ха 


Е = (6x -2y?e?* +ze 


Я : 
-2ye* , cosz + хе) 


10.5 TRABAJO 


Calcular [rs si C es la curva 
с 
descrita por: 


To=ti+(t-1)(1-2)j+20k, 
0<1<1. 


x2 


Rpta.: 7*e 
24. Calcular 
[ 2x sen ydx + (x? cos y -3y2) dy, 


C es cualquier trayectoria desde 
(71,0) hasta (5,1) 

Rpta: | 25senl- | 
25. Calcular : 


fe 2 12x? у?)ах +(4xy-9xty?) dy , 


C es cualquier trayectoria desde (1,1) 
hasta (3,2). 


Кра: —1919 


A continuación vamos a definir el trabajo realizado por una fuerza Е alo lago de 
un camino contenido en IR? y en IR”, respectivamente. 


1. Si una partícula se mueve a lo largo de una curva С c U por acción de una fuerza 
F:Uc R? —— IR? , entonces el trabajo W realizado por Г alo largo de C viene 
(х,у) > F(x,y)=(M(x, y), Mx,y)) 


dado por: у= [е.а [LT 
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2. Si una partícula se mueve a lo largo de una curva C c U por acción de una fuerza 
F:Uc R? — R? 
(xyz) — F(x,y, z) =(Р(х,у, z), Q(x, ух), К(х,у,2)) 


entonces el trabajo W realizado por F a lo largo de C viene dado por: 


W= [а= ID 
с с 


ЕЈЕМРІО 1 Calcule el trabajo que realiza el campo de fuerzas : 


F(x,y) = (10х* - у?,х? - зу? ) para trasladar una partícula alrededor de la circun- 
ferencia x^ + y? = 5 una sola vez, siendo el recorrido en sentido antihorario. 


Solución: 
Se pide hallar: W — [rs 
С 


+ En primer lugar debemos parametrizar la circunferencia х? + y*=5 en sentido 
antihorario. 


La parametrizaciónes @:[0,2л] —> IR? 
t> (1) =(5 cost, /5 sent) 


* Necesitamos el diferencial de à: da = 0 (t) dt 


= (-A 5 sent, 45 cos t) dt 


e Entonces, el trabajo es: 
5 an 
w= fiu- Í (10x^ — y? x? -3y5)-(- sent 5 cost) de 
= [ fuot YX 5 sent) (х -3y ) W5 cost) }at 


ex А м 
= [ [A 5sent(10-5* сов? – 5/5 зеп? t) + V5 cost (5/5 cos? 13:52 /5 sen” t) }dt 
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-US 5 sent cos? 14.5? 


S? (sen? + cos? t) 
S [1 —2 sen? cos? t] 
5! [2 sen? 21] 


5? cos! t-3(5° у cost sen? i] dt 


[] 


INS [ setenta [ sen? 2tdt-3(5°) [ costsen tdt 


e 0 * 507 0 
-50x 
EJEMPLO 2 Hallar el trabajo que realiza la fuerza: 
F(xy)s*|——É. ‚а>, para mover 
al 62 ax uy +y 


una partícula en sentido antihorario a lo largo de la parte de la elipse 
a y i 
x + =1 que se halla en el primer cuadrante. 
E 
Solución: 


Se pide hallar el trabajo W = | F.dà 
с 


* Necesitamos parametrizar parte de la 


elipse + 
E 


l que se halla en el 


primer cuadrante: 


i—x 
La parametrización del arco de elipse, es: @:[0,л/2] —=> IR? 
donde du = o' (t)dt 101—9 &(t)- (acost, bsent) 
= (а sent, b cos t) dt 
e Ya podemos integrar: 
w- | zc r acosi(-asent) " bsent:beost) " 
] ТУКЫ” tatott ana и суи b? racor t+ b? sent 
с 
Producto 


escalar 8 n a'jemtest lapas. Borm 


2a? eb! e (M? a?) sen? t 
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EJEMPLO 3 En cada punto del plano, sobre el punto material actúa la fuerza F 
cuyas proyecciones sobre los ejes de coordenadas son iguales a 


X=xy , Y = x+ y. Calcular el trabajo de la fuerza F al desplazarse el punto desde el 
origen de coordenadas hasta el punto (1,1) a lo largo de: 


1) La recta y=x ; 

2) La parábola y = x; 

3) Una línea quebrada de dos escalares cuyos lados son paralelos a los ejes de 
coordenadas (considerar dos casos). 


Solución: 

El resultado de 1) es:*A , de 3) ¿yl 
Resolvamos la 2 

Se pide hallar el trabajo. W = [9 


Para ello, necesitamos la función E, que es, E( X,y)7 (Xy,x +y) 


También, necesitamos la ecuación paramétrica de la parábola y 
(0,0) hasta el punto (1,1): 


х? desde el punto 


Haciendo х = 1, se obtiene y — t". Entonces la parametrización de la parábola es: 


&:[0,]] — R? 
пә &(ї)=(1,1?) 


+ Eldiferencialde à es: dā =а() dt 
=(1,2t) dt 


| 
* Luego: w- [bai - [охооо оа 
c 0 
d 
= [ime + y)] dt 
0 
1 
> [mar 
О 
| 
= |De +a- 
l 3 
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PROBLEMAS PROPUESTOS 


01. Sea C la intersección del cono л z- py con los planos coordenados en el 
primer octante. Determine el trabajo que realiza la fuerza: 


TRABAJO: 


F(x, y,z)  (yeV хе, хул) 
para mover una partícula alrededor de la curva C una sola vez, partiendo del punto 
A (1,0,0) en sentido horario visto desde el origen de coordenadas. 
Rpta.: 0 


02. Sea К la región exterior a la circunferencia г = 2 соѕ 0 e interior a la curva 
(cardioide) г=2 + 2 cos Ө. Calcule el trabajo que realiza el campo de fuerzas 


F (x,y) = (х + xy! , ух? + y? + 2х) para trasladar una partícula a lo largo de toda la 
frontera de R, siendo el recorrido en sentido positivo. 


Rpta.: Aplicar el Teorema de Green 


03. Una partícula es llevada desde el punto A(4,0) hasta 
el punto C = (0,4) pasando por B, a lo largo de la co 
curva tal como se indica en la figura por la fuerza 


F(x,y) = (-y cos(xy) +2x +7y,-xcos(xy)+2y + 7x) (2.2) 


Calcular el trabajo realizado por la fuerza F 


Rpta.: F esun campo vectorial conservativo. W = 0 i Ado * 


И. Sea FG, yz) = (у> 


O<y<a, 0xzsa y el plano х+у+2= 


g Е-4@ Кра: 0 
© 


=y? ) y € la intersección del cubo 0 < x < a, 


. Calcule el valor de la 5 gral 


05. En cada punto del plano, sobre el punto material actúa una fuerza cuyo valor es 
constante e iguala F y cuya dirección sigue la del eje positivo de abscisas. Hallar 
el trabajo efectuado por esta fuerza cuando se desplaza a lo largo del arco de la 
circunferencia x? + y =R? , situado en el primer cuadrante. 


Rpia.: FR 
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ч 2 — = 
06. En cada punto М de la elipse + está aplicada una fuerza F cuyo valor es 
FU 


vi 
igual a la distancia que media entre cl punto M y el centro de la elipse, y dirigida 
hacia el centro de la elipse. a) Calcular el trabajo de la fuerza Е al desplazarse el 
punto a lo largo del arco de la elipse situado en el primer cuadrante. b) Hallar el 
trabajo cuando el punto recorre toda la elipse. 


Враг а) EE; b)0 


07. Las proyecciones de la fuerza sobre los ejes de coordenadas son dadas por las 
fórmulas X = 2ху y Y - Mostrar que el trabajo de la fuerza, al desplazarse el 
punto, depende sólo de su posición inicial y final y no depende de la forma del 
trayecto. Calcular la magnitud del trabajo al desplazarse desde el punto (1,0) hasta 
el punto (0,3). 

Rpta.: 0 


08. La magnitud de la fuerza es inversamente proporcional a la distancia que media 
entre el punto de su aplicación y el plano XOY. Dicha fuerza está dirigida hacia el 
origen de coordenadas. Calcular el trabajo, al desplazarse el punto bajo la acción de 
esta fuerza a lo largo de la recta x=at , у= bt , z=ct desde el punto M(a,b,c) 
hasta el punto N (2a, 2b, 2c) 


Rpta.: Ln2 , donde k es el coeficiente de proporcionalidad 


La magnitud de la fuerza es inversamente proporcional a la distancia que media 
entre el punto de su aplicación y el eje OZ. Dicha fuerza es perpendicular a este eje 
y está dirigido hacia él. Hallar el trabajo de la fuerza al desplazarse el punto bajo la 
acción de dicha fuerza a lo largo de la circunferencia хі +22 = 1, y «1 desde el 
punto M(1,1,0) hasta el punto N(0, 1,1). 


Rpta.: | 0.SkLn2 , donde k es el coeficiente de proporcionalidad 


1 


Demostrar que el trabajo de la fuerza de gravitación de dos masas puntuales, 
efectuado al desplazarse una de ellas no depende de la forma del trayecto. La 
kmyma 


magnitud de la fuerza de atracción F la establece la ley de Newton F— 


r 
donde r es la distancia entre los puntos, m, y m» son las masas concentradas en 
dichos puntos, k es la constante de gravitación. 
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ll. Un objeto se mueve en el campo de fuerzas E=y%i+2y(x+Dij, en sentido 
contrario a las agujas del reloj, desde el punto (2,0), sobre el camino elíptico 


+ ay =4 hasta (2,0) y luego vuelve al punto (2,0) moviéndose sobre el eje X. 
¿Cuál es el trabajo realizado por el campo de fuerzas sobre el objeto. 


Rpta.: W=W,+W,=0+0=0 


12. Se da un campo de fuerzas plano por la expresión F= { x?- у? )i+2xy j. Halle el 
trabajo total realizado por esta fuerza al mover un punto material en sentido 
contrario a las agujas del reloj por el perímetro del cuadrado de vértices (0,0), (2,0), 
(2,2), (0,2). 

Rpía.: 16 


13. Sobre un punto material actúa la fuerza dada por F= yi +2xj Halle el trabajo 


realizado por esa fuerza cuando el punto se mueve por un camino rectilíneo desde 
(1,0) hasta (0,1). 


Rpta.: Y 


+ En los dos problemas siguientes halle el trabajo realizado por la fuerza 
Е( х,у, 2) cuando se desplaza un objeto а lo largo del camino C. 


M. F(x y,z)=2xy 
(3,4,1). 


Rpta.: 42 


((x? +2)j+yk y C es el segmento rectilíneo (1,0,2) hasta 


15. F(x,y,z)=xi+yj+(xz-y)k y C es el camino R(t)- t^ i+2tj+40K , 
рага0 xtx 1. 


Rpta.: 5/2 


16. Suponga una partícula con carga Q y masa т que se mueve con velocidad V bajo 
la influencia de un campo eléctrico Е у un campo magnético B. Entonces la fuerza 
total sobre la partícula es F=Q(E+VxB) y se llama la fuerza de Lorentz. Use la 
segunda ley j^ Newton del movimiento, F=mA para demostrar que 
má .V= ОЁ. 
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Halle después el trabajo realizado por la fuerza de Lorentz cuando la partícula se 


mueve sobre la curva paramétrica R(t) „рага t; £t £t. 


Sea F(x,y,z) = (5% —6y &Ln(1-2), 4x «e^? + e7,3x°y*z), un campo de 
fuerzas. Hallar el trabajo realizado por F al mover una carga eléctrica alrededor de 
la curva C, en sentido antihorario С: 9x?+ 16у? = 144 


Rpta.: 1201 (aplique el teorema de Stokes) 


Calcule el trabajo que realiza el campo de fuerzas: 
P(x yz)=(y-z)i+(2-x)j+(x-y)k 


para mover una particula alrededor de la curva Г, una sola vez, donde Г es la 
intersección del cilindro x”+y?=4 соп el plano 3y + 2z — 6 =0. El sentido del 
recorrido es el antihorario visto desde el origen de coordenadas. 


Rpta: 207 


Sea F(x,y)= (зу? +2,16x) una fuerza y Г la porción más pequeña de la elipse 
bx? + уг = que une los puntos A(-1,0) y B(0,b) , b>0. 
¿) Halle el trabajo que realiza la fuerza F para trasladar una partícula a lo largo de 


T desde A hasta B. 
ii) Para qué valor de b el trabajo es minimo. 


Rpta: i) М=20 +2 +1257, ii) b=-31 


Sea Г la intersección de las superficies X^ z 24 ; х+2у - 2 = 0. Determine el 
trabajo que realiza el campo de fuerzas F(x.y,z)- xi+ zj+yk para mover una 
partícula alrededor de la curva Г una sola vez. 

Кра: 0 


Calcular el trabajo realizado por el campo de fuerza F(x,y,z) = (dy .2xz,3y) 
que actüa sobre un objeto que se mueve a lo largo de la espiral definida 
paramétricamente por x -2cost , y = 2 sent , z —3t , desde el punto (2,0,0) hasta 
el punto (2, 0, 3л). 


Ера: 6 лї-8т +36 
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22. Calcuiar el trabajo realizado por la fuerza Е(х,у,2) = (у,0,2) a lo largo de la 
curva C, que es el triángulo que va desde (0,0,0) a (2,1,2) a (0,0,0). 


Rpta.: 0 


23. Calcular el trabajo realizado por la fuerza Е(х,у,2) - (Xy ,3z,1), alo largo de la 
curva C, que es la espiral x = cost , y =sent , z=2t que va de (1,0,0) a (0,1,7). 


Rpta.: 4n- 2 


24. Calcular el trabajo que realiza el campo de fuerzas: 


F(x,y,z) e y! -2*/2,2-2x? ,2x? -2y? ) 


al trasladar una partícula a lo largo de la curva Г intersección de la superficie que 
limita al sólido V -f(x,y.z)e 183;0<х<1,0<у<2,0<2<3) y el plano 


2x +2y + z = 4 recorrida en sentido antihorario vista desde la parte superior del eje 
2. 


25. Calcule el trabajo que realiza el campo de fuerzas: 


босу) x -2y , Y 2 -) para trasladar una 


(үлек. PET 101 53 
х2 у +22 Gayle ° х2 +у2 ъл? 


partícula alrededor de la curva que es intersección де las superficies 


2 х2 y! = ax; а> 0. El recorrido es de manera que al observar 
desde el origen el sentido es el de las agujas del reloj. 


26. Determine el trabajo realizado por el campo gravitacional. 


E мх, A= 0692) 
Т 


al mover una partícula con masa m desde el punto (3,4, 12) hasta e. punto 
(2,2, 0), alo largo de una curva C que es suave a segmentos: 


Rpta: m Me(iz-4) А 
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10.6 TEOREMA DE GREEN 


Introducción: 


El teorema de Green relaciona la integral doble I 
D 


Jax dy sobre la región 


D, con la integral de linea $ [M(x, y)dx + N(x.y)dy | sobre la frontera de la 


Fr(D) w 


región D. 


Ver los siguientes ejemplos ilustrativos: 


EJEMPLO 1 
Fr(D) 
EJEMPLO 2 
с 
B 
A 


Ж Коё A 
Fr(D) - AB о BC u CA 


En este caso, la frontera de la región D es la unión finita de tres caminos: AB, BC y 
сх А Ӯ 

CA. Para que funcione el Teorema de Green, сайа camino debe seguir un sentido tal, 
que la región D siempre esté a la izquierda de cada camino. 


EJEMPLO 3 


ee» (Eb 
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donde: $ w=- fs y P =- f 
с; с; 


EA 
C; tiene sentido antihorario C5 tiene sentido antihorario 
-C; tiene sentido opuesto al de C; —C; tiene sentido opuesto al de C; 


Nota: El sentido positivo de cada camino, es el antihorario. El sentido 
antihorario u horario de cada camino está definido por su 


parametrización. 


Definiciones Preliminares 


e Conjunto Simplemente Conexo 


Definición 


Una región D c IR? es simplemente conexo, si todo camino cerrado simple 
a contenido en la región D se puede deformar continuamente hasta reducirse en 
un punto sin salirse de la región D. 


EJEMPLOS GRÁFICOS: 


> 
т, 


# NES 


D es simplemente conexo. D no es simplemente co- | D no es simplemente co- 
nexo (porque tiene un agu- | nexo (tiene dos agujeros.) 
jero). 


© ORIENTACIÓN POSITIVA DE UN CAMINO RESPECTO A LA REGIÓN D, es aquella que 
sigue un camino tal que la región D, siempre está a la izquierda. 


Enunciado del Teorema de Green 
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Sea V = IR" una región abierta y D c V una región cerrada simplemente conexa 
cuya frontera Fr(D) es una curva cerrada regular simple. 


; әм 
Si M, NO 


BN. 
ба 


región D, entonces: 


j 


Fe(D) 


[Mdx + Ndy]- I ( 
D 


V c IR? — IR son funciones reales continuas sobre la 


Para aplicar el Teorema de Green, tener en cuenta dos 
hipótesis básicas que exige el teorema. Estas son : 


1. Las funciones М(х,у) y №х,у) deben ser continuas en la región D encerrada 
por un nümero finito de caminos regulares. 


D esté a la izquierda. 
Ver el ejemplo 2. 


EJEMPLO 1 


Cada camino debe ser parametrizado siguiendo un sentido tal que la región 


Usando el Teorema de Green, calcular: 


1= $ (у? — хуг senxy)dx + (452 — 
А 


senxy)dy donde Г es la curva 


х? +4у? — 16y + 12=0 recorrida en sentido antihorario. 


Aplicando el Teorema de Green: 


- 


donde: 2 
ES 


ар 


Е] 


= 4y? — y (2x sen xy +x?ycosxy) 


—x(2ysenxy + y"xcosxy) 


A 


)dx + (4 


dp 


y 


enxy)dy = ПЕ 


ep 


Ll 
esta integral se halla sobre la región D limitada. 


por h elpse: 
ходу: 16у+ 12-0 


«=» +4 (у 4у+...) =-12 
=> 04 (2 4у+ 4) =12+16 
~ +4 (у 

at (92У 

E Y 
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-2raà 
Aplicar coordenadas polares modificadas para calcular la ffr dx dy f, ar 


2 =rsen0 


D Jacobiano J= 2r 


La nueva región sobre la cual se integra es: Е = ((r,0) e 1/0 <г<1,0<0< 2л} 


Luego, [је dy= онто? ena - 
D E 


EJEMPLO 2 | Calcular la integral de línea 1— Í ML donde = СОС, 
— y ey 


L 


# аа 
50 


siendo C; : +y -8x+15=0 


Solución: 


1? Identificar la función 1- forma w = 


2° Identificar las funciones: М(х,у) === 2 , N(x, y)=— 
х2 +y х2 +y? 
3° Se pide calcular f w= je $ 
199 e C 


4° Graficar las curvas C, y Cz y darle el sentido según las regiones D, y D», 
respectivamente (ver fig. 1) 


2. 
CEE =a 


p Ca: e y! -Bx -15-0 
(кх-4@+у2=1 


-x 


Fig. 1 


5° Antes de hacer los cálculos, investigar el problema respondiendo sucesivamente las 
siguientes preguntas: 
IM_0No er 
¿Es L=X29 5 
a) ¿Es By "Ax Sí. 
bı) ¿Las funciones M y N son continuas en la región D; encerrada por С? Si. 


entonces f м=0. 
с, 
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b2) ¿Son M у N continuas en la región D, encerrada рог C;? No, pues en (0,0) no 
son continuas las funciones M у №. Entonces ф w no puede ser cero. 
€ 
¿Qué es?. El cálculo de $ w se obtiene “abriendo un agujero en (0,0)”, esto 
e, 
€s, definir una circunferencia de centro (0,0) y radio muy pequefia (ver Fig. 2). 


X=E cost 


G:ié+y=e > 


* Conclusión: 


Por el teorema de Green se cumple: w- w 
i S. у =21 


L=C¡UCz 


27 
cdas { - [ tson secont esc q _ эл 
©; o e 


EJEMPLO 3 | Calcular [| 2Arctan (as Ln (x? + y?) dy 
set A | 


4+2 соѕ 0 


a) SiT: 
4 sen 0 


b) SiT es elarco de la curva x =/4- y? que va desde A(48 ,1) hasta el punto B(-3 ,1) 


Solución: La función M no es continua en x = 0 


a) 1° Graficar Г (es una elipse de centro 


(44), 3-2, b- 1 + Sc pide hallar IE 
44),a- =1. 


А 


+ Si aplicamos el teorema de Green, 


2° Enla función eun 
cerramos el circuito con el segmento 


1-forma se cumple : 


TN BA y se cumple: 
y = ах к 
I (2-2 0 ay - [^ |. w 
y las funciones M y N son continuas en la ý A 
región D, entonces al aplicar el teorema de 
Green se cumple A IE И L "T. 
{х-о $ wena (2)ax La (G8 ey yy TY 


* allando: 
b) Graficar T. 


(ху)=у Lo ey!) -2y 2x Arg). € 


Se halla: IE =f(B)-f(A) 
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PROBLE PROPUESTOS 


TEOREMA DE GR 


01. Usando el Teorema de Green, calcular: 


I= {| ен ee? а тёрт D donde Г es 


la frontera de la región limitada por x=4| I+y? ,x s q4ey? , y 2-1, yel 


recorrida en sentido antihorario. 


Rpta: 6 
02. Se ц(х,у) = ina + y”). Calcular el valor de la integral jc qa Fay) 


donde Г es la curva mostrada en la figura. 
y 


Ж Rpta.: 2x 


03. Calcular foem — y)dy, sabiendo que C es la frontera de la región 


limitada por las gráficas de y=x , y 2x - x. 


Rpta: % 


2 
04. Si R es la región interior а la elipse iil y exterior a la circunferencia 


x! + y! = 4. Calcular la integral de línea рех (x? +2х) бу. 
€ 


Rpta.: 167 


5 ——————— 
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DS. En la figura, calcular la integral de linea 


Josef imo donde OR es el 


eR 
borde (frontera) de la región sombreada R. 


Rp: 2 (147-8) 


y 


06. Calcular el trabajo que realiza la fuerza £e - ) al mover 


siyi Pay! 


ў 
una partícula а lo largo de la curva £ dada en 
x la siguiente gráfica y en el sentido indicado. 
Rpta.: 27 


) y la curva C 


07. Dado el campo vectorial F(x,y) «( 1 
\ 2х+ 


Y 
en el gráfico. Determine el trabajo que 


realiza Е para mover una partícula alrededor 
x 
x 1 deC 10 veces. 


Rpta.: 2x 


08. Usando el Teorema de Green, halle el trabajo que realiza la fuerza 


F(x,y) = (2xcos (xy) - x" ysen (3 /)-y =хіѕеп(ху)) para trasladar una 


partícula desde el origen hasta el punto (7.0) a lo largo de la curva Г:у=1—|созх| 


Ty:y=1-cosx 


i Se pide hallar W = [г 
» 
I»:y-14cosx Por el teorema de Green, se tiene: 


Ji f dis вр: IG Las, 


(0,0)! EA (1.0) Hi 


x 


-T3 Ts 


E fes + 0 22-2 
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Verificar el Teorema, si Р = 2х) - y 2x -y, 
y, y 


(P,Q) sobre la región 
D= ((x,y) /a хх + y? <b} 


Rpta.: 2 (p? -а?) 


. Evaluar [ (2x? - y? ) dx +(x? +y?)dy + donde C es el circulo unitario y verificar 
c 


el teorema de Green. 


Rpta.z 2n 


Bajo las condiciones del Teorema de Green, probar que 


фром ров - ШЕ £-£)(2- 9) а 
а 
Sca D una región para el cual se cumple el Teorema de Green. Suponer que f es 
^ni г e B г - ЭЁ дъ. bao. 
armónica, esto es , E TEE y 0 en D. Probar que | S dx ES dy =0 
гр 


Calcula la integral [ Xy +X + y) dx +(xy +x-—y) dy , donde L es la elipse 
L 


y. E 


E =] 
а? e? 
Rpta.: 0 


Calcular la integral [ xy +x+y)dx+(xy+x-y)dy, donde L es la 
L 
circunferencia х2 + y = ax 


аід 


Rpta.: o 


Demostrar que la integral Í (yx? +e” )dx +(xy? + хе? —2y) dy es igual a cero, 
L 


si L es una línea cerrada y simétrica respecto a los ejes de coordenadas. 
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‚ siendo L un camino cerrado. 


Calcular fe 
ME 


Rpta.: 0 


Calcular la siguiente integral de linea IE 2arctg (2 Jax +Ln(x?+ y 2)dy, donde C 


es la frontera de una región cerrada que no contiene al punto (0,0). 
Кра: 0 


. Calcular el trabajo realizado por la fuerza F(xy)- ху їх +у)ј рага тоуег 


una partícula en el camino cerrado С: х? + y 


Кра: 4л 


Sea (х,у) = 


n(x? ey! ). Calcule el valor de la integral ES +2) 
Г 


donde Г es la curva mostrada en la figura. 


Враг 2л 


Sea A la región, en el primer cuadrante, limitada por las gráficas de y — x, 
хну =4 y el eje X. Usando el Teorema de Green determinar el valor de la 


integral [| (x? + y?) dxdy 
A 


Rpta.z n 


Usando el Teorema de Green halle el área de la región limitada por la curva 


0O<t<a,a>0 ; el segmento que une el origen con el punto 


) y el eje X. 
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22. Dado el campo vectorial F(x,y)=(-y,x) y la región 
S-((xy)elR':x «y «16,3 «y! -4y «320 , x? ey! +4y+3<0) 


A) Calcular f da 
а 


В) ¿Se puede aplicar el Teorema de Green? 


Rpta.: A)281 , B) Sise puede, el resultado es : 281 
22. Hallar $ (x? — xy)dx +(y? — xy)dy donde C es el borde de la región R limitado por 
€ 


las curvas: 


1, 2y e 33x. , 9х2 e Ay? - 144 , 2y = 3x en la región 
en que у> 0. 


Вра: — 701-43) 


24. Calcular $ Gy- e Jax +(7х + [у +1)dy, en donde С es el circulo 
‹ 
xy =9 
Кра: — 36x 
25. Calcular [ xydx+ y dy , donde C es el triángulo con vértices (0,0), (2,0) y (2,1). 
С 


Rpta.: - 4 


26. Calcular [oem C es la frontera de la + vión 


encerrada por las parábolas у= х? y x=y!. 


Ера: — 


27. Calcular ре ау. С consiste de los segmentos de recta que van йе (-2,0) a 


(2,0) y la parte superior del círculo x? + y? = 4. 


Rp: 0 
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Calcular [eve )dx +(x?-Ln(1+y))dy. C consiste del segmento de 
le 


recta que va desde (0,0) а (1,0). de la curva y =senx , 0 <ххл 


Rp: т 


. Utilice el Teorema de Green para calcular el trabajo llevado a cabo por la fuerza 


F( х,у)=х(х+ pi + xy? i al mover una partícula desde el origen a lo largo del 


cje X hasta (1,0), y después a lo largo del segmento de recta hasta (0,1), para 
después ir de regreso hasta el origen a lo largo del eje Y. 


Rp: —-} 


12 


Calcule la integral de línea $ (Ty e) dx +[15x —sen(y? +8y)]dy donde C es la 
c 


circunferencia de radio 3 y centro en el punto (5, —7) 


Rpta: Nn 


Evalúe la integral de línea f enas +(8x? +seny?)dy, donde C es la 
А 


frontera de la región К = { (x,y) e IR: 1<x +у 


©9,х>0,у>0} 


260). 


Rpta.: 


Evaluar $ F-dr , donde #-[ =+ ) y С es cualquier curva cerrada 
> х?+ 


simple orientada positivamente que contiene el origen. 
Кра: 0 


= а \ 
Evaluar $ dr, donde Bal T | у С es cualquier curva 
c 


cerrada simple orientada positivamente que contiene el origen 


Evaluar { F-dr , donde F4 E E ) y C es cualquier curva cerrada 
c х°+у 


simple orientada positivamente que contiene el origen. 


Rpta.: 0 


——— 763 


MOISÉS LÁZARO CARRIÓN 


35. Evaluar { F.dí, donde F 
Y. 


) y C es cualquier curva cerrada 
xay 


simple orientada positivamente que contiene el origen. 


ШИ. A ШИР 
[T 


36. Evaluar $ F-di , donde E-( 


c 


E C es la circunferencia 


? . Emplee este resultado y el teorema de Green para demostrar que 
[= dA diverge, donde R es el disco x 


+y<l 


10.7 INTEGRAL DE LÍNEA PARA EL CÁLCULO 
DEL ÁREA DE UNA REGIÓN 


TEOREMA | Si D c IR? es una región limitada por un camino cerrado C, entonces 
Y el área de la región D es dada por: 
A(D) 2j f [xdy - ydx] 
iJe 
EJEMPLO 1 Hallar el área de la región D, encerrada por la elipse 
Solución: 


Se pide hallar: 


d les a] ocio CD) ES 


D 
i. x 
Area de 


la región D 


Veamos: 


e Lo primero que hacemos es parametrizar la elipse, dándole el sentido según la 
región D. 


La parametrización de C es: 
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dx =—asentdt 


e Para integrar, necesitamos el diferencial de x y el diferencial de y 
dy =bcosdt 


2 


27 
+ Reemplazar en (1): ^q -4 f [Ca cost) (bcostdt) - (bsent) (—asent dt)] 
b А 
2л 
=f [abcos? t +absen? t] dt 


x 
t = Таь(2л) =abr 


EJEMPLO 2| Hallar el área de la región D limitada por las gráficas de las 
ecuaciones : у = 4x , 2x-y-4=0. 


Solución: 

Se pide hallar aD- f [xéy - ydx]-- Josse f dy=ydx] 2... [0] 
Ce Cu C; Š č 

Veamos: 


Paso 1 Graficar la región D. 


Paso 2 Dar a cada camino el sentido, 
según la región D, como se ve en 


la figura. 
Ci: 2x-y-4=0 
C: y =4x 


Paso 5 Parametrizar cada camino 


a) La parametrización del camino C, :2x - y - 4-40 
que une los puntos desde A(1,-2) hasta B(4,4), es : 


&(t)-(L-2)*1[((44)-(,2)] , 0O<t<1 


a(t)=(1+3t,-2+6t) , 0<t<1 | a'(1)=(3,6)| 
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b) La parametrizacion de © : 


4x desde B(4,4) hasta A(1,-2) se obtiene 
haciendo у = t, obteniéndose: 


ES 


1 =4=х=14 


Como -2 <ух4, entonces -2 < t <4 


Así tendremos que es la 


parametrización del camino C; en el sentido desde A hasta B. 


Para integrar, necesitamos el sentido desde B hasta A. En este caso cambiamos el 
sentido del camino haciendo te[-2,4]. 


Paso 4 Ya podemos integrar: 


A(D) = IE * IE > w 2i[xdy - ydx] 
€ -С; 
= IE - fu 
С, la 


1 
=} [rarsoceso- 2+61) (30)]-1 | (28) co (за) 
=} [i6 ecna L [54 a] 

] 
-°[ 


INTEGRALES DE LÍNEA 


PROBLEMAS PROPUESTOS 


ÁREA DE REGIONES: 


En los ejercicios 1-7 calcular las áreas de 
las regiones planas limitadas por las líneas 
cerradas, mediante la integral curvilínea. 

ч E 2) 2 
DL. Por la astroide х2/? +у23 =a” 


5 
Зла? 


Rpta.: Š 


02. Por la cardioide 
[ x =2a cost - acos2t 
1 y = 2asent-asen2t 


Rpia.: бта” 


03. Por el lazo del folio de descartes: 
x «y – Заху=0 


Rpia.z 2a Hacer y=tx 
04, Por el lazo de Ja línea (x +y)? = xy 
Rpta.: о 


05. Por el lazo de la linea (x + y)! = xy 


Rpía.: ГАК 


06. Por Іа lemniscata de Bernoulli : 
(yy = 2а? (х? -y) 
Rpta.: 23 . Hacer y = xtgt 

07. Por el lazo de la linea : 


Ыкы) cm 


Rpta.: зү. Hacer y = хб 


08. Porlacardioide г=а (1 + соѕ0) 


Rpta.: 


n. 


n. 


. Determine el 


Determine el área de la región 
acotada por el hipocicloide que tiene 
la ecuación vectorial 

F(t) e costi esent j , 0<t<2r 


Rpía: — 3u/8 

área de la región 
acotada por la curva que tiene la 
ecuación vectorial 

f(t)-cost i еп?) , Ot «2n 


Rpta.: 
Mediante integrales de linea, hallar 
el área de las regiones acotadas por 


las gráficas de las ecuaciones dadas 
enll-16 


y-x, 


Rpta.: 


у=, y=x+2 
Кра: °% 
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. F(xy) = Qx - 3y)i+ 


. F(x,y) = (y cos » 
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En los problemas del 17 al 26 deter- 
mine si F es o no es un campo vecto- 
rial conservativo. Si lo es, encuentre 
una función f tal que Е = Vf. 


Qy - 3х)ј 


. F(x,y) = Gx - 4у)і + (4y? — 2x)j 
. F(xy)- +yi хў 


. Fi) G8 + уйї (у + ху] 


334424 


. К(х,у) = (1+ 4c yi + Зх? y? j 


=cos у)і + (sen x + 
x sen y)j 


. F(x,y) = (e? + x sen у)і + x^ cos y j 


. F(x.y) = (ye? + 4х?у)і (xe?  x5j 


F(x,y) = (уе* + sen y)i + (е* x cos y)j 
Еу) = (х + уу + Qxy + y) 


En los ejercicios siguientes : 

a) Determine la función f tal que 
Е = Убу 

b) Utilice el inciso a) para evaluar: 
f Fedr а lo largo de una curva 
c 
dada C. 


Fxy)-xicyj 
C es el arco de la parábola y =x? de 
ELDaG9). 


Fxy)-yi-xj 


29. 


30, 


31. 


2. 


33. 


35. 


С es el arco de la curva y =x" de 
(1,0) а (2,8) 
F(x,y. gi 
C:r(t)- senti (C4 1)j, 
0<1<7/ 


F(x,y) =e% 1+ (1 + 2хе?/)}, 
Сїг(й=їе'ї+(1+1)) ‚0<<1 


Е(х,у,2) =уі+(х+2)ј+ук 
С es el segmento de recta que va 
desde (2,1,4) hasta (8,3,-1). 


Е(хуу,г) = 2x y z i+ Зх? y! z je 
Ax y z k 


Е(х,у,2) = (2xz + sen y)i + x cosy j + 
xk 


C:r(O=costi+senti+tk, 
0<1<2л7 


. F(x,y,z) = 4xe* і + cos y j + 2х2 e^ k 


Corp=ti+éj+tk,0<t<1 


En los siguientes ejercicios muestre 
que la integral de línea es 
independiente de la trayectoria y 
evalüe la integral. 


IE Ју 
© 


С es cualquier trayectoria desde 
(71,0 hasta (5,1) 


. [e 120 y?) dx + (4xy 9 ty?) dy 
e 


C es cualquier trayectoria desde (1,1) 
hasta (3,2). 


INTEGRALES DE 
SUPERFICIES 


11.0 INTRODUCCIÓN 


En este capítulo estudiaremos dos temas bien definidos: 
a) Integrales de campos escalares sobre superficies, e 


b) Integrales de campos vectoriales sobre superficies. 
Definiciones preliminares: 
1. Superficie Parametrizada 

+ Una superficie parametrizada, es una aplicación 


1р сік? — IR? 
(uv) — f (uv) = (xtuv) , Убц,у), z(u v) 


Donde D es el dominio de la aplicación г, 
2. La imagen del conjunto D mediante г, esto Y (D), es la superficie S c IR^. 
3. La superficie S es de clase С', si la aplicación Y es de clase C'. 


4, Se dice que la aplicación Y es de clase C', cuando la aplicación r y sus derivadas 
parciales г, y г, son continuas en D. 


5. Superficie Regular 
Diremos que una superficie S, parametrizada por la aplicación г: D с IR? —— IR? 
(Uv) > E (uv) 


es regular si r, хг, 20 para todo (u,v) e D. 
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6. Diferencial de Superficie 
Sea S с IR^ una superficie parametrizada por la aplicación: 
г (uv) = (xlv) , (v) , z(u,v)) ; (у) € D. Si por un punto P, de S trazamos los 


vectores tangentes 2x ду 2) г, =[2® гу 22 1 as 
е nge! alar) Y Shava) а las ошу 


coordenadas f(u, vo) y F(uo,V), respectivamente, obtenemos un plano tangente 
(Tp, (8)) generado por los vectores {тг}. 


dS = (F x R) дроу : 
a) El vector (r,xr,)dudvedS es normal al 


plano tangente (Tp (S)) , pero también, es 


tangente al diferencial de superficie dS. 


b) El área de la diferencial de superficie dS es 
| E, xr, | dudv = dS 


Recordar que: 
| bx< € | = área del paralelogramo que tiene como lados adyacentes a los vectores Б y ©. 


11.1 INTEGRALES DE CAMPOS ESCALARES 
SOBRE SUPERFICIES 


Sea Sc IR? una superficie regular y f: S c IR ——> IR una función definida 
sobre S. (x,y,z) ——9 f(x,y,z) 


Sea Fr: Dc IR? —> Sc IR. una parametrización de la superficie S, 
Quy) —> г (щу) (uv) , уби), (1, v)) 


donde D es una región cerrada en IR”, 


i 
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Sea P= (Ru , Ro, Ry» +» Rim} una partición de la región D c IR?, esta partición 
induce otra P'= {5,$,... Si, -s-s Sm] de F(D) donde (К) =; para 


1<і<т,1<ј<п. 


у 


Sea (ци, U^) € Ry un punto arbitrario tal que F(u! , vj) = (x'j " Y Е zu. 


La suma de Riemann de f(x,y,z) correspondiente a la partición P' es: 


mon 
Y MfG yy ziy) AS y) : donde A(S;) = área de la superficie S; . 
i=l j=l 


mo 
Si existe el lim ¡+ Y ¡+ Zij) A(S,), donde [А (Si)] = máxima área 
i existe idit. L (хуу 2) AC) lA (5) а 


de la superficie de partición Р'. El límite de esta suma de Riemann es la integral de 


superficie de f sobre S y se denota por: 


mon 
ES lim У DOS у, Zi) AG) 
Iasi E E 
s 
donde A(S,) -|| Au r, x Av Taj l= Hz х Tu; || Аи Av 
у dS - || 5, хт, || dudv 
Sea S una superficie regular de IR^. 


Sea г: DC IR! —o IR? una parametrización de S. 
(шу) I £e) = (i) убы), zv) 


Si f:ScIR? —o IR es una función continua, entonces: 
(xy, z) > f(x,y.z) 


a) existe [fr x,y,z) d$ 
s 


dfe y,2)d8= рев» nh iden 


Integral de la función. t — 
escalar f(x, y,z) sobre == 
la superficie S. „= 
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EJEMPLO 1 Calcular el valor de la integral de f(x,y,z) = xyz sobre S; parte de 
x+2=4 enel primer octante entre y=0 , y=1 


Solución: 


Se pide calcular: [ет = ffr T (p, V) l| Ej ^ T, анау 
9 р 


Los pasos a seguir son los siguientes: 


Paso 1 Lo primero que se hace es parametrizar la superficie S, definiéndola 
sobre su dominio D. 


a) El cilindro x^4z'—4 se parametriza así: 
2 cosp 


senp 
y =v, сото о <у<1, 
entonces 0 <у<1 
b) Entonces la parametrización de S, es: 
T:DcR? — IR? 
(p.v) —> f (u,v) = (2cosp , у, 2 sen p) 


D-((n)0susn2 ,0zv«l) 


Paso 2 En segundo lugar, se hace algunos cálculos auxiliares, antes de integrar. 
Estos cálculos auxiliares son: 
а) La derivada parcial de T respecto a p : Ta =(-2senu,0,2cosu) 


b) La derivada parcial de г respecto a v: F, 2(0,1,0) 


i j k 
с) El producto vectorial: Y, AT, =|~2senp 0 2созн |=(-2cosp,0,-2senp) 
0 1 0 


d) El módulo de F, AT, : | T, AT, | -44cos? p +4sen” u =2 


e) El diferencial de superficiees dS —|| r,, Ar, || dudv 
= 2dudv. 
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Paso 3 Ya podemos integrar: 


[Foss- [foso mese (2dudv) 
E E 


Pon 
= r ГЕ 


EJEMPLO 2 | Calcular el valor de la integral de а-та sobre 5: 


parte de la superficie х + 22 + (z-a? 
cilindro х? + у? = ay, debajo del plano 2 =а. 


que está dentro del 


Solución: 


Paso 1 Hacer el gráfico: 


N 


а) xe y! c (za =a , es una esfera de centro 
(0,0,a) y radio a. 


22] à 
A b) x ey! cay (yi 
Y cilindro. 
x 


Se pide hallar I dS= [ес Ñ AT, || dx dy 
5 D 


es un 


2 


Paso 2 Para integrar, necesitamos: 


a) Parametrizar la superficie S, que es parte de la esfera x^ + у? + (z аё = аі, que 
está dentro del cilindro x^ + y =ay. 


En este caso la parametrización se hace despejando z de la esfera y se toma la parte 
negativa de la raíz cuadrada. 


Así tenemos: z-a-— 


La proyección de esta parte de esfera (dentro del cilindro) sobre el plano XY es la 
región D = ( (х,у) e IR^ + y! say] 


————————————— mà 
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En consecuencia, la función vectorial que parametriza a la superficie S, dentro del 
cilindro es 


F:DCIR? — R? 


AN э бу (ха 


donde D = ( (xy) € IR?/ x? + у? «ay ) 


Paso 5 Cálculos auxiliares que se necesitan para integrar: 


2) Las derivadas parciales: 


b) El producto vectorial: Ty 


c) El módulo de f, лт, : llf, A Ty ll 


d) El diferencial de superficie: 
dS =|| fx ^T, || dxdy 


"quum 


Paso 4 Ya podemos integrar: 


: = 1 a m git ues 
ffs n [Es Ja zdxdy , pues: 2az-z =X +} 
D 4 


5 se obtiene de la esfera 


Esta integral se halla 
sobre la región D. Y 
рх +у?= ау 
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Paso 5 Como la región D es circular, conviene hacer transformación a 
coordenadas polares. 


x=rc0os0 


Aplicando las coordenadas polares | y=rsen0 


JACOBIANO = г 


La ecuación x'- у? =ау se convierteen: r° =a rsen 0 


г =asenĝ 


Con esta transformación la nueva región de integración es: 


Е = { (1,0)/0 < r<a sen0 , 0<0<x) 


Entonces la integral doble sobre D, ahora se convierte en otra integral sobre la región 
E . Así tendremos: 


Ds 


11.1.1 El diferencial de la función. r(u,v) 


Dada la función T:D c IR? — R? 
(nv) > т(и,у)=(х(и,у), УА), z(5v)) 


el diferencial de la función F (1, v) es la aplicación lineal dr : IR? += IR? 


ox х 
зһ a| | 


(did) —| 2 E 


La matriz A es la derivada de la función r(u,v) y los vectores columnas 


ax epo. (а a 
NOA k ci 


tangente Tp(S) en el punto P. 


son los vectores generados del plano 
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PROBLEMAS PROPUESTOS 


Integrales de Campos Escalares Sobre Superficies 1 


01. Determine el valor de la integral de superficie [ fdS donde 
5 
f(x,y,z) = arctg (2): S es la porción de la superficie x2+y?-z2=0 que se 


encuentra entre los planos z=1,Z=4, 


Rp; 101722 -5% ]n? 


02. Sea S la porción de la esfera х? + у +22= 16 acotada рог los planos z= 


22243 
Calcular la integral de superficie ffo х2 «y? ds 
5 


Кріа.: $ (345-1) т 


ю 
~< 


03. Sca S la superficie esférica x^ + у2 +22 =4 y A(0,0,8). Para cualquier punto P de S 
sea q la distancia entre P y A. 


Calcule | fe ds. 
$ 


Rp: 16n 
M. Calcular ff eom). donde S es una parte del plano 3+2+2=1 
S 


situado en el primer cuadrante. 


Rpta.: 4/61 
V5. Determinar el valor de la integral de superficie [је donde f(x,y,z) = хул, donde 
5 


S es una parte del plano х+у+2= 1 situada en el primer octante. 


Вра: — 45/120 
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06. Hallar f dS, donde S es una parte de la esfera х2 + у + 22 = R?, situado en el 
5 


primer octante. 


Кра: 5/4 


07. Hallar [у dS, donde S es la semiesfera 2 = 
5 
Rp: 0 
08. Hallar ffs > donde S es el cilindro x^ + y?=R?, limitado por los planos z=0 y 
r 
s 


z=H, r es la distancia que media entre el punto de superficie y el origen de 
coordenadas. 


Rpta.: 27 arctg H 


09. Hallar jjs ‚ donde S es la esfera х? +y? + 2 = К, res la distancia que media 
r 
5 


entre el punto de la esfera y el punto fijo P(0,0,c) (с> К). 


Rpta.: 


1 1 22 
р-у | раа ne2, 
Es "md p 


c+R 
c-R 


26 Ln pasa n=2 


1. [is donde S es una parte de la superficie del paraboloide hiperbólico z = ху, 
5 


recortada por el cilindro х? = у’ = К, г es la distancia que media entre el punto de 
la superficie y el eje OZ. 


Ера: — z(RNR2 41 Ln(R & vR? &1)]. 


П. El cilindro x*+y*=2x recorta una porción de superficie S de la hoja superior del 


cono x! +y? 


Determine el valor de la integral. 
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fk x - yi +у222 =22ҳ2 +1) 45 
5 


Rpta.: 42: т 


. Calcular ff xy d$ , donde S es la superficie del tetraedro con lados z=0 , y=0, 
5 


x+z=1,> 


Rpta.: 


. Evaluar Ii xyzdS, donde S es el triángulo con vértices (1,0,0), (0,2,0) y (0,1,1) 
s 


NET 
Rpta.: > 


. Calcular ff z^ dS donde S es la frontera del cubo [0,1] x [0,1] x [0,1] 
S 


Кра: — | 


Calcular | x? 4$, donde S es la esfera unitaria. 
5 


Rpta: "h 


. Evalúe [[ #48. onde S-S US; US, siendo S; x «y el; S2: xi ey «1, 
5 


2-0; 53: z=x+y S encierra un sólido К limitado pr S; , S2 y S;. 


Rpta.: 30e m - (3 42)n 


Suponga que f(x,y,z) -g(qx^ «y? +22), donde g es una función de una 


variable tal que g(2) = —5. Evalúe [ fes ) dS , donde S es la esfera x* +у +27 —4. 
5 


Rpía.: 


18. 


20. 


1. 


22. 


m 
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. Calcular if ydS, S es la parte del plano 3x + 2y + > = 6 que está sobre el primer 
$ 


octante. 


Rpta.: 3/14 
Calcular Jfros,ses la superficie y=x?+4z , 0<x<2,0<2<2 


$ 
Ери: — (33433 -11417 ) /6 


Calcular | yzdS, S es la parte del plano z 2 y + 3 que está dentro del cilindro 
$ 
хї+у'=1 


Rpta.: т\/2/% 
Calcular if (х22+ yz) dS, Ses cl hemisferio x! * y « zi-4 , 2>0. 
s 


Rpta.: 16x 


Calcular [foo 22)45 ,S es la parte del cilindro x^ y? =9 que está entre 
5 


1=0 у= 


Кра: 167 


ffs. S es la superficie con ecuaciones paramétricas 


5 
х= ру, y-puev,z-u-v, шжу 1 


Кра: 0 
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En los ejercicios de 25 - 27, calcule la integral de superficie ff rosas. 


E 
siendo: 


х,у) =х+у+2 paraS: z-4 


(289/17 -35) z 
60 


— y! situado sobre el plano XOY. 

Rpta.: 

Қх,у,2) = хуг paraS: xX? +y’ =9 ,0«z«3. 

Rpta.z 0 

Қу) 21, para$: x «y! +22 - 

Кріа.: an. 

Calcular ff х(22 +у2)а5, donde S es el hemisferio de frente a la esfera 
E 


xy +22 


Rpta.: F 


Calcular [f xz dS, donde S es la superficie cilindrica x y zd PULS. m 
5 
Rpta: la 


Calcular jf (x +2) dS, donde S es la superficie plana 2x + 2y + z = 6, tomada en 
5 
el primer octante. 


Ера: %'„ 


Calcular ШИ siendo S la superficie plana 3x + 2у + 2 = 12, delimitada por 
s 


105 planos y=0, у=2, х 
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31. Calcular ff (x? +y?) dS, donde S es la superficie esférica x^ y^ 
S 


; 20% 
Rpta.: Es E 


32. Calcular | Joy? dS, donde S es la superficie lateral del cono 
5 


0, 052516, 


Rpta.: aufs, т 


33. Calcular [| xz dS, siendo S una parte de la superficie y . delimitado por los 
s 


planos z=0 , z=4 , x=0 , x=2 


Вра.: — 207417 -1/3 


34. Calcular jp. dS, siendo S la parte del paraboloide 2 = х? + у? — 2 abajo del 
5 


plano XV. 


Rpta: -x 


35. Calcular ffs , donde S es la superficie F(u,v)=(u,v,v+1). 1<u<2, 


5 
-Isvsl 


Ера: — 242 a2 
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11.2 ÁREAS DE SUPERFICIES 
A) Sir:DclR? — IR 
(и) —> т (uv) = (x(u) , Yüsv) , 2(1,v)) 


es la parametrización de una superficie S que está acotado sobre la región cerrada y 
acotada D, el área de superficie A(S), se define por: 


A(S)= ffs М donde 45 =| 7, хт, | du dv 


B) Si una superficie S es la gráfica de la función 2 = f(x, y), que está definido sobre 
el conjunto D c IR? , que es cerrado y acotado, tal que, D — PROYECCIÓN de Gr(f) 
sobre el plano XY; entonces el área de la superficie S, es dada por: 


A(S)- (ШЕ dx dy 
D 


C) Si una superficie S es la gráfica de la función y = g(x,z) que está definido sobre el 
conjunto D c IR?, que es cerrada y acotada tal que, D — PROYECCIÓN de Gr(g) 
sobre el plano XZ; entonces el área de la superficie S es: 


A(S)- ff 1+82+8? dx dz 
D 


D) Si una superficie S es la gráfica de la función x = h(y,z) que está definido sobre el 
conjunto Ос RÊ, que es cerrado y acotado, tal que D = PROYECCIÓN de Gr(h) 
sobre el plano YZ; entonces cl árca de la superficie S es dada por: 


A(S)= [f 1-h2 +12 dy dz 


D 


F) Si F(xy.z)-0. es la ecuación implicita de una superficie S, definido para todo 
(х,у) є D=PROYECCIÓN de S sobre el plano XY, siendo D cIR? cerrada y 
acotado, entonces el área de la superficie S es: 


A(S)= ps LU gy 
D 
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y - Vaix «aj 


Hallar el área de la parte del cilindro x2+z? 
cilindro y” =а(х + а). 


interior al 


Solución: 


Viendo el gráfico de perfil, es: 
Y 


VS 


TENET 


y ak raj 


y --Vaix raj 


Se pide hallar el área de la superficie 5 


v=-aVT+ cosp 


e Bastará hallar la cuarta parte del área 
de la superficie S, esto es, para z> 0 
y y 20. Llamemos S, a esta superfi- 
cie, cuya área es: 


A(S,)= ff Fa x Ty || dpdv 
D 


Para ello, debemos parametrizar S}, 
usando coordenadas cilíndricas: 


х=асоѕ ц 
z=asenu 
yey 

a) Laecuación у= уа(х+а) 


se convierte en v=y/a(acosu+a) 
v=ay/1+cosu 


La superficie, cuya área se desea hallar, es 
simétrica respecto al plano XY y también 
respecto al plano XZ. 


b) Luego, la ecuación vectorial que 
parametriza S, (Cuarta parte del total, 
z20,y20),es: 


рс — IR? 
(у) —> T (цу) = (acosp,v,a seni) 


D=( (щу) є IR?/0<u<n,0<vs+ 


ay l+cosu } 


* Cálculos auxiliares: 


(asen, 0 , a cosp) 
( 0,1, 0) 


й) 1, xT, = (a cosy , 0, ~a senp) 


iw) 1х7, |a 


783 


MOISÉS LÁZARO CARRIÓN 


En tercer lugar, calcular el área de S, : 


л ра созр 
др» f [ adv dp 
x Tecos 
=й ef ài 


=2/2 а? 


PROBLEMA 2 | 


Solución: 
Paso 1 Hacer un esbozo de la 
gráfica de la superficie: 
Visto de perfil es: 


z 


Se pide el área TOTAL = 2A(S) 
donde A(S)= I Vef2 +f? dxdy 
D 


donde: 
а) La función (х,у) es: 


fiy) - үх? +y? 
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Conclusión: 


El área total es: 
A(S)=4 242 a?) 


=8V2 а? 


Hallar el área de la superficie que es parte de 22=x "+ y 
recortada por el cilindro 22 = 2ру 


b) La región D es la proyección de S 
sobre el plano XY 
e La región D se halla intersec- 
tando las superficies: 


= +y 


а) 
zi =2ру 


a) 


Q)en(D: 2py = xi «y 
0 = xy -2pys... 


circunferencia de centro 
en (p.0), radio =p 


Entonces la región D es: 
р = { (х,у) «(y p <р? } 
Ya estamos preparados 


para hallar el área de la 
superficie S: 
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A(S)= [| Lef 2 +79 ахду 
D 


donde: 


PROBLEMA 3 


Solución: 


Hacer un esbozo del 
gráfico de la superficie 5 
cuya área deseamos calcular. 


Paso 1 


Entonces: 
А(5) = f I ++ 
х2 ну? 
р 
-42 [| dx dy 
rU NE 
Area de la 
región D 


-42 (np?) = p?nd2 


Conclusión: 


Paso 3 


Área Total = 2 (р2?л\/2) 
- 242 p?n, 


Hallar el йгеа де la superficie que es parte de 22 = x «y^,z20 
recortada por el cilindro xi- 242y yelplanoz-4 


Se pide el área de la superficie S, que es 
rax +y 


parte del cono 


La proyección de S sobre el plano XY es 
la región D. 


* El área de S es: 


A(S)- MERE dxdy 
D 


donde: 


a) (х,у) = х2 +y? 
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D 
= ffe dx dy 
р 


=? ff^ dy 
— 


área dela región D 
= 48 (4x) 
-a 2n 


* Hallemos los límites de la región D 


1* Hallar la intersección de las dos 
superficies 


Qen(D: 4-xX«y 
El plano z — 4 corta al cono, formán- 
dose el plano circular : х? + у? = 16 


" 
$ 
2° Intersectar | 


(4) en 3) : 242y +y? =16 


—y Nx 2-18 
—(y2)! «18S ye 2-332 


pues yz 0 


x=+ 2/2 


786 


MOISÉS LÁZARO CARRIÓN 


A=(242,24/2) 
B-(-242,242) 


donde: 


Fig. 02 


° El rayo ОА es 0, =1/4 
e Elrayo OB es 0,235 


* Necesitamos coordenadas polares 
para hallar el área de la región D 


x=r соѕб 
y =r send 
JACOBIANO = г 


La nueva región: 


E=((r,0/4<0<%,0<r<4) 


e Luego, el área de la región D es: 


A(D)= Ir dy- jf dr de 
5 [в-а 


Es el doble por la simetria 
de D respecto al eje Y 
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PROBLEMA 4 


Hallar el ¿área de la superficie S dada por: x^*y^--— 


comprendida entre los planos z=0 ; z=4 


Solución: 


Despejar 2: z=44/x? +y? 
si 2=0=>0=44/x? + y? » Lo cual se 


reduce al 
А unto (0,0) 
si z-4—5 x «y'-1 i 4 


z 


(Xy 
> 


* Se pide hallar el área de la superficie 
S, que viene a ser la gráfica de la 
función: 


May d? py? 
(хуу)ер={(х,у)/х? + y? ei] 
e El área de S está dada por la fórmula: 


A(S)= Jf ef? +f? ахду 
D 


e Cálculos auxiliares: 


i) їу=4-1-2у(х? +y y 


Aplicar coordenadas polares: .- 
x=rcos0 

{ rsenQ 

x-4y 

JACOBIANO :J =r 


La nueva región de integración, es : 


E=((r0/0<r<1,0<0<2) 


Luego se tendrá: 


Jr pl = 
л®- [| [raras d 
2л 1 
-f ө f Arar arco 
e 1 
- o еза 


- [3/5-21m(3+43)+2L02](20) 
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SAA 
PROBLEMAS PROPUESTOS 


AREAS DE SUPERFICIES 


BL. Determine el área de la parte de la superficie z-x'—y' , 220, que se encuentra 
dentro del cilindro x^ 4 y? = 1. 


Враг 50902-10) 


02. Hallar el área del paraboloide 2= 2 (x? + y”) debajo del plano 2= 8 
Rpta.: GEM exis E 

вз. Hallar el área de la superficie cónica х2 = у* + Z que está entre los planos x= 1, 
х= 4. 
киы 154 

м. Hallar el área de la superficie del cono 22 = 3(х? + y”) interceptado por la para- 
boloide 2= х2 + y 
Ера: бт 

85. Determinar el área de la superficie esférica х +у2+2 =9 que está en el interior 
del cilindro x! + y? = 3х. 
Ера: 187 

M6. Determinar el área de la superficie plana х+у+2= 8 delimitada por el cilindro 

Tu 

x+y=4. 


Ера: — 4N3r 


V7. Calcule el área de la parte del cono z= ? contenida en el interior del sólido 


limitado por la superficie en IR :у= 0 ; x71 5 x -4y-0 
Rpta.: з? 
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a) Escriba: una representación paramétrica de la superficie formada por los 
segmentos de recta que une el punto fijo O =(0,0,0) con cada uno de los puntos 
P de la línea 0(0) = (cos , sen® , 0) cuando 0 e [0, 27] e 


b) Determine el área de esa superficie. 
Rpta.: 
a) S:7 (2,0) = (Acos0, Asen0, А) , A є[0,1],0є[0,27] 


пазат 22 К 


Nota: S es una superficie reglada. 


n. 


Calcule el área de la superficie frontera del sólido limitado рог: 2 = 3x! z-4- X, 
y=0,y+z=6 


2 7 9 
Жр. dus 1290457 + 289 arcsenhó — Age 


288 
ay 42 , А=А + Art A+ An 


8545 +Э1агсвепһ2 
32 , 


. Calcular el área de la parte de la esfera x"--y'--z/—9, interior al cilindro 


y +7 =4z. 


Rpta.: 32n unidades de área. 


Calcular el área de la superficie que es parte de la esfera X +y « z' - 9 , interior al 
cilindro x* + y? =4 


ра: 12r (3/5) pa. 


Calcular el área de la parte de la paraboloide х= у? + 2 delimitado por los planos 
x=4 y x-9. 


Кра: 163757 -17/17)т на. 


. Determinar el área de la porción esférica x?+ y? + 2? = 4 , cortada por la parte 


NE: 
superior del cono X +у =2 . 


Ера: | 4x(2-42)na. 
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M. Determinar el área de la porción del plano 2 = 4x cortada por el cilindro : 
x4 y 24, 
Rpta.: 4a 17 на. 


15. 


Determinar el área de la superficie plana х+у+2= 8 delimitada por el cilindro 
o 
xy -4. 


Rpta.: 44/3n pa. 


16. Calcular el área de la parte del cono z 


paraboloide z=2x?+2y?. 


x' y! que está en el interior del 


Rpia.: EH тона. 


17. Calcular el área total de la superficie cuyo lado lateral es parte del cilindro 


х? + y! = 4, cuya parte superior es una porción de hemisferio 2 16 


cuya parte inferior es una porción del plano 2 = 0. 


Rpta: — n(36-843) pa. 


18, Calcular el área de la superficie plana x+z=4 recortada por el cono 


yx? sy 


badis 


$— na 


Rpta.: 


19. Calcular el área de la superficie de tetraedro cuyas caras son partes de los planos: 
2=0,у=0, х+4у+22=8 , -2x+4y+2z=8. 


Ера: 36+4{21+4/6 pa. 


20. Hallar el área de la parte del cono 2= 


х? + y! interior al cilindro х? + y 


Rpta.: 2ra? 42 
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11.3 APLICACIONES: 


INTEGRALES DE SUPERFICIES 


Masa, Momento, Centro de Masa, Centro de Gravedad 
(centroide), Momento de inercia de una superficie. 


Si 5(x,y,z) es la densidad en cada punto (х,у) de la superficie S, definimos: 


1. La masa de la superficie está dada por m= Гроув, donde 
E 


dS = |f, AT, | dpdv, si S está parametrizada рог F(H,v), con (цу) e De IR? 


2. Los momentos primeros de la superficie S respecto a los plano XY, XZ, YZ, 


respectivamente, son: 


M, 


My 


[еее My = [ооо 
Б EI 


My = 


5 


yit ff- $(x, y. z)dS 


3. El centro de masa de una superficie, está dada por: 


X= 


My 


Mes 
m 


4. Los momentos de inercia (segundos momentos) respecto a los ejes coordenados, de 
una lámina superficial de densidad 5(x,y,z), están definidas por: 


= овоо 
s 


у= ffe +22 ) 8(x.y,z)dS 


s 


I 


5 


„= ИСЕ 


5. Los momentos de inercia respecto а los planos ХҮ, XZ, YZ son, respectivamente: 


ij 


| „= ПЕЕ 


5 


| 


„= ffe S(x,y.z)dS 
5 


a ffe & 


E 


z)dS 


6. El momento de inercia respecto a una recta L, de una lámina superficial S de 
densidad 5(x,y,z), está definida por: 


ц = [fomes 


5 


d = distancia de un punto Ре S 
a la recta L. 
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PROBLEMAS PROPUESTOS 


01. Una lámina delgada tiene la forma de la porción de la superficie 4х? + z-4-0 
limitada por los planos y = x; у = 2х, en el primer octante. Calcule la coordenada 
Z de su centro de masa si la densidad en cada punto es ё(ҳ,у,2) = 


> My= 


Юра: me" 


02. Una lámina tiene la forma de la parte de la superficie Хх -у+2=0 que se 
encuentra en el primer octante y limitada por el plano x+y+z-2=0. Halle la 


masa de la lámina sabiendo que su densidad es 5(x,y,2)=y 2y -22+1 Jv ES 
Rpta.: /2/6 


03. Sea S la porción de la superficie х? + y? —z + 1 = 0 que se encuentra dentro del 


paraboloide xb y 423 = 0. Una lámina con densidad 5(х,у,2) = V4z-3 
tiene la forma de la superficie S, determine su masa. 


Ера: т=3л 

04. Sea S la lámina de forma cilíndrica ubicada en el primer octante, descrita por 
x +272 =M; y comprendida entre las superficies yox! z ; у= х+2. 
Encontrar la masa de S si la densidad en cada punto P (x,y,z) es 6 (X,y,2) = Y. 
Rpia.: 

05. Halle la masa de la lámina que tiene la forma de la porción de la superficie 


хї+у*+2—4=0 que se encuentra sobre el plano 2+4=0, sabiendo que la 


densidad en cada punto de la superficie es igual a la distancia de dicho punto al eje 
7. 


Rpta.: 
06. Determine la coordenada X del centro de gravedad de la superficie del cilindro 
х? + y!-4 limitada por los planos 2=0 ; х+2=2 sabiendo que su densidad es 


ӧ(ху,2) = 2. 


Ера:  X--$ 
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07. 


08. 


10. 
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Determine la masa de la parte de la superficie cilíndrica х? + z? = 4а? que se 
encuentra en el primer octante y dentro del prisma triangular recto de altura 3a y 
base en el plano XY limitada por las rectas x=0 ; у=0 ; x+y=a 
La densidad en cada punto P(x,y,z) de la superficie es (x,y,z) = Z“. 


Кра: — 3 [28-945 -16] 


Una lámina delgada tiene la forma del triángulo de vértices A(0,0), В(л,л) y 
С(2л,0). Halle la masa de la lámina sabiendo que su densidad en cada punto es 
S(xy) = (x + у)? [sen (х2 - y) . 


Rpta.: 

Hallar la masa de una esfera si la densidad de superficie en cada punto es igual a la 
distancia que media entre dicho punto y cierto diámetro fijo de la esfera. 

Ера: т 

Hallar la masa de una esfera si la densidad de superficie en cada punto es igual al 


cuadrado de la distancia que media entre dicho punto y cierto diámetro fijo de la 
esfera, 


Кра: тк 


Hállese la masa de una lámina superficial S de densidad а p(Xy.Z) = X +y’, 
sabiendo que S : 2x + 3y + 6z= 12 , en el primer octante. 


Rpta.: 308/3 


Calcular la masa de la superficie 5 : x? + y + 2° = 9, 2 > 0 si su densidad en cada 


punto es 5(x,y,2)= 


Враг 2012 /5-LLn(2+45)1 


. Determinar el momento de inercia con respecto al eje Z de la parte superior de la 


superficie esférica х? + у +22 = 4. 


: a 
Rpta.: 16 
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M. Una lámina superficial S tiene la forma de un cono dada por 2=4-2ух2 +y? y 


limitado por el plano XY. En cada punto de S, la densidad es proporcional a la 
distancia entre el punto y el EJE Z. Hallar la masa de la lámina. 


Rpta.: = J5 


15. Hallar las coordenadas del centro de gravedad del octante de la superficie esférica 
con centro en el origen y radio R. 


=È (porque el centro de gravedad es simétrico a la recta x = y= z) 


16. Determine la masa del casquete esférico perteneciente a х? + y + 2° = а? situado por 
encima de z=3, sabiendo que la densidad à es directamente proporcional a la 


distancia de un punto P de la superficie al origen de coordenadas. 


Rpta.: $ =ky yt ,m- ka?n 


Determine las coordenadas del centro de masa para la superficie S : z= y +y“ 
z <3 . Suponga que la superficie es homogénea. 


1, 


Rpta.: Cuando la superficie es homogénea, la densidad es constante 8 = k , 
C=(0,0,2) 


18. Determine lo, para y? +22=4 n1<x<6, suponer que 5(x,y,z)=|x|. 


Rpta.: 10 = momento respecto al origen, Ig = ffe +y? +z? )dS 5, 
5 


„Їйї 
lo = yT 


19, Calcular el momento de inercia en relación a su eje de revolución de la superficie 
del toro homogéneo definido por: 


x=(R +r cos) со$Ө 


у= (К +r sen ф) sen Ө con r<R 
R Ө € [0, 2л] 
z= r send фс [0.2] 


Ера: | Y1-2k mM rR QR! + 312) 
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20, Considere la porción de superficie S 
XOZ, y 
superficie. 


+22 za situado entre los planos XOY, 
х. Suponga que à(X,y,z) = a — z, determine la masa M de la porción de 


Кра:  M-a2 


21. 


Sea C la línea en el plano YOZ cuya representación paramétrica es dada por 
y-u 
| а u € [0, 21] 
B 


a) Muestre que la superficie S obtenida por la rotación de C en torno al eje Z, 
puede ser dada por F(u, v)=(ucosv , usenv , 2+ seny), 0<u<2x 
y exprese el área de S en integrales simples. Osvx2n 


b) Calcule la masa de S, si la densidad es 8(x,y.z) 


2л 
Ера: а) Áreade S=2x [ uL cos? н du 
b 


b) masa de S = 4л? 


T 


22. Una lámina tiene la forma de la superficie lateral del cono 22 = 4(x^ + y) ,0 <z <2. 
Calcular la masa de la lámina si la densidad en cada punto (x,y,z) de la lámina es 
proporcional a la distancia de este punto al eje Z. 


Rpta.: kt um. 


23. Una lámina tiene la forma de la parte del plano 2 = у recortada por el cilindro 
x? + (y — 1) = L Determinar la masa de esa lámina si su densidad en cada punto 
(x,y,z) es proporcional a la distancia de ese punto al plano XY. 


Кра: — 6(xyz)-kz , m= У2 kr unidades de masa. 


24. Determinar el centro de masa del hemisferio z con densidad 


5(x,y,Z) = 0.3 unidades de masa/unidades de área. 


Rpra.: — (X,y,Z) 2 (00,3) 
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25. Una lámina tiene la forma de un hemisferio unitario. Encontrar el momento de 
inercia de esa lámina en relación a un eje que pasa por el polo y es perpendicular al 
plano que delimita el hemisferio. Considerar la densidad en el punto P de la lámina 
proporcional a la distancia de ese punto al plano que delimita el hemisferio. 


Rpta.: L- ffo? +y?)kzdS= 
5 


unidades de momento de inercia 


26. Una lámina tiene la forma de la superficie del cono 72 = 3(х? + y") limitado por 
z=0,z=3. Determinar el momento de inercia de la lámina en relación al eje Z si 
su densidad es 5(x,y,z) = 1. 


Rpta.: 9n 


27. Una lámina tiene la forma de la parte del plano z=2y+1 recortada por el cilindro 
x + (y - 2) = 4. Determinar la masa de esa lámina si la densidad en el punto (x,y,z) 
es proporcional a la distancia de ese punto al plano XY. 


Rpta.: 2045 kn ит. 


28. Calcular el centro de masa de la parte de la superficie esférica x^ + y^ +2? = 16, que 
está abajo del plano z = 2 y encima del plano XY, suponer que la densidad es 
constante. 


Rpta.: (0,0,1) 
29. Hallar el momento de inercia alrededor del eje X, de la parte de la superficie de la 


esfera x^ y! +22 = 1 que está sobre el cono 22 = х2 + y. Suponer que б(х,у,2) = k, 
k es una constante. 


Ера: К 


30 Sea: F; Dc IR? —> 18°, la función vectorial definida por: 
Fu, V) = (p cosv , sen v, v) para la región D tal que : 
D=((1v) є 1400 рх, 0 хуст}. 
La superficie S 2 r(D) es una helicoide. Si S tiene una densidad de masa en cada 
punto (x,y,z) є S igual al triple de la distancia de (x,y,z) al eje central, hallar la 
masa total de la superficie. 


Rpta.: 21 (242 1) 
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11.4 INTEGRALES DE CAMPOS VECTORIALES 
SOBRE SUPERFICIES 


Definiciones Preliminares 


e Superficie Orientada 


Definición ] 
Dado la superficie regular 5 = #(0) parametrizado por la aplicación 


T:D IR? —o IR? , la ORIENTACIÓN de la superficie S está 
(i.v) э r (uv) 


definido por el campo continuo de vectores normales unitarios a la superficie S, 
esto es, 


B : K Donde: 
n:ScIR)—oS'cIR? S' = { (ул) e IR? А2 
Ex Sai 
р n(p) ———— P= (куд) = r(u,v)eS 
е, хт, ll (u.v)eD 


n(P)es! 


+ El vector normal unitario, exterior a la superficie S, define la orientación positiva de 
la superficie. El vector normal, interior a la superficie define la orientación negativa 
de la superficie. 


^ 


CINTA DE MOBIUS 
(es una superficie que 
no tiene sentido) 


= 797 
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* Significado geométrico de F - (f, xT, ). 
PRODUCTO ESCALAR 


m 


Definición 
Sca S- T(D) una superficie regular parametrizada рог 
T:DcIR? —> IR? la cual proporciona una orientación de la 
(uv) > г (pv) = (ҳ(р,у) , Y (uv) > аы у) 


superficie S mediante el vector unitario n = т ut zi i V (xyz) € S 


Sea F:UcIR! — IR? 
(xyz) > Е(х,уу,г) = (Е(х,у,ә) , Е;(х,у,2) , Ез(х,у,2)) 


un campo vectorial continuo, definido en el abierto U de IR? , tal que S c U. 
Se define la integral del campo vectorial F sobre S (llamada flujo de F a través 


de S), denotado por [| F-dS сото: 


[[-&- [EEE one "m @) 
5 D 


donde: — ds$-(r, xi)dudv <— multiplicar y dividir por | 1, xr, | 


=D т |дийу , donde GD -i 


[ГЕП Техт 


ds = п dS |, хт | dudy = 05 
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11.4.1 OTRA FORMA DE EXPRESAR LA INTEGRAL I 
5 


Si en d$ 


n cosa i cosp j -cosyk, donde cosa , cosf , cosy son los cosenos 


ndS, el vector normal unitario ñ, lo expresamos de la forma 


directores del vector ri y el campo vectorial F es 
F(xy,2) = (Fi) Була), Fey.) ; 


entonces el producto escalar Е .п dS se puede expresar como: 


F-nd$ - (F, Le F, j+F; К). (созо 1 cosi j cosy k) dS 
=F (cosa dS)- Е, (cosp 05) + F; (cosy dS) 
Vw 


=F dydz +F dxdz +5 dxdy 


En consecuencia, la integral del campo vectorial sobre la superficie S definido 
en (1) se puede expresar como: 


[fr avaro rc гау оока o  @ 
5 р 


Ver el ejemplo 3. 


EJEMPLO 1| Calcular I EDS F(xyz)-2xityjtzk y S es la 


5 
frontera del sólido limitado por el paraboloide z — 
z-2x. 


* y, y el plano 


Solución: 


Se pide hallar: ПАСЕ ее» ПЕС 81:2 
Ei 8, Sa у 5:2 


Debemos calcular las dos integrales y luego sumar. 
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a) Para calcular ff «nds = [Fco у))- (т, x & ) 4и dV necesitamos la parame- 
S; D 


trización de la superficie S,: z= 


z 


e Cuando la variable z está expresada en 
función de x, y ; bastará hacer la parame- 
trización natural. Esto consiste en hacer: 


7:01? — 18° 
(sy) — Т (ҳу) = (х,у, ey) 
* La región D es la proyección de S; sobre el 


plano XY. Dicha proyección se obtiene al 
reemplazar la ecuación (2) en (1): 


2x xtey! 
2 2 
х7-2х+1+у=1 
(х= 1 +уг=1 
Luego: Necesitamos: 
D= (Gy) e IR 1+Y*< 1) F=2xi+yj+zk=(2x,y,2) 
e Ahora, necesitamos el vector normal: * Ya podemos integrar: 
fe Ar, hs EN "A 
^ е ево 071000 
De (х,у) = бух + у?) D D 
- 2x.y.z): (2x2y,-1) dxdy 
Obtenemos: ff Ea [sg M dads 
D 
D 1=(1,0,2x) = fft po 
М po A 
i) 1y=(0,1,2y) D id 
ü) Ar, =(-2x,-2y,1) = poten 2_y?]dxdy 
iv) Necesitamos el vector normal D 
exterior а la superficie S,, que es " 
ñ=-( AR,)=(2x,2y,-1) = ео 
D 
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= [fo +(x? +y“ 2)]dxdy 


Y х2 yi - 2x 


-% 
Aplicar la transformación polar: 
[x=rcos0 
1 y=rsen0 
хуг 
JACOBIANO = т 


La ecuación: х? + 


E ou 


* Lanueva región de integración es: 


E-[(,0)-2«0«3 0<r<2cos0 | 


* Luego, 


AEn 
= [. [ [2(r? cos? 9) r? ] rdrdo 
lr 


Yo queo А 
ES f [ [-2r cos? Ө - r° ] агае 
2d 


m 


b) Para caleular: 


jf Eos [fro a AT, Jas dy 
EN D 


necesitamos la parametrización de: 


S2: z=2x. 


En este caso, bastará hacer la 
parametrización natural (canónica) 
siguiente: 


T:DCIR?—> I 
(xy) —9 r(xy)- 
= { (х,у) екх y -2x40 } 


Proyección de S; sobre el plano ХҮ 


у, 2x) 


e Cálculos auxiliares: 
) &-(50,2) 
i) T,=(0,1,0) 


iii) Ig ATy =(- 


2,0,1) es mil extsoro Sa 


* Yapodemos integrar: 


j 


nds = ffo y.Z) « (-2,0,1) dx dy 
> 


- ff 4x+2] dx dy , pero z=2x 


= fj- 4x+2x ах dy 
2 jfi 
v 


20050 
Í (rcos0) гага 


20050 
{ создо Í 1 dr 


=-2 [КҮ 


‚ Aplicar transfor- 
mación polar 


b 


cos 0d0 (ver Tabla) 


A 
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Conclusión: I F- dS-4n-2n -2n 
8 


EJEMPLO 2| Calcule el flujo del campo F:U cIR——» IR? definido por 


F(x,y,z) = (2ху,2,у) a través de la superficie: 
S: X «y'-1, -1«z«1. 


Solución: 


Se pide calcular: FLUJO DEL CAMPO F= [а= ПЕСО СЕУ" dv 
S D 


Necesitamos dos cosas: a) parametrizar la superficie S, y b) Hallar la región D 


Veamos: Así, obtenemos la aplicación г 


T:DCIR? — IR? 


(л) —> (и) = (cospuseng,v) 


b) D- { (у)0 < 21, -1 ух 1) 


e Cálculos auxiliares: 
a) Aplicando coordenadas cilíndricas, : 
el cilindro: 2+ уг -1,-1 «zx1 D) 


(=senu,cosu, 0) 


Se parametriza por: 0, 0,10 
x=cosp ii) X Ar, = (cosp, senp , 0) 
y=sen u 
z-v 

3 п 
e Luego [T [ооо eomm 
n 
D 


2л 
-f осени озодан 
Li 
2т 
= [ [aceso (sen u)cosp + уеп н ]ду dp 
1 
-f [енко u+ узаак о 
1 
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EJEMPLO 3| Calcule el flujo del сатро F :U c IR? — IR? definido por 
F(x,y,2)=(x.y,z) através de la superficie | x | + | y| -| z| 2 1 


Solución: 
Se pide hallar: ff ñdS= fe FQ v)) (5, x & )du dv 
5 р 


* Los datos que disponemos son: 
D Fix. z)- Qo y.z) 


й) La superficie S : |x| «|y |--|z| 
de 8 caras 


les un prisma 


e Tendremos que hallar $ integrales, de cada cara; 
respectivamente. 


e Porque el campo vectorial es la identidad y S 
es simétrico respecto al origen, bastará calcular 
la integral sobre la cara en el primer octante 
S iix+y+z=1 


La parametrización natural de S, , es: * Ya podemos integrar: 
P:DcIOR!—— R? "i 
enero ffas- | (х,у). (1.1, Ddx dy 
5 D 


D-((xy) e IRx+y<1) 
А Пенев pero 
7 Proyección de S, sobre al plano xy 


xry+z=1 
Е 
> 


¿A 
Área de la región D 


e Cálculos auxiliares: 
D i =(1,0,-1) 
il) 5 -(0,1,-1) 


ii) RAR =(1,1,1) J^ ids -s(4)- 


Conclusión: 


Porque hay $ caras, el resultado es: 
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Calcular [foo dy-xydydz--yzdxdz, donde S es la cara 


5 
exterior de la pirámide formado por los planos x=0,y=0,z=0 y 
х+у+2= 1. 


Solución: 
1. Hacer un gráfico: 
2. En la integral, el campo vectorial es: 
F=(xy > YZ , X2) 
з че e 
її Fr В 
3. La paramctrización de S es: 
T:DCIR — IR? 
(xy) —9 Т (х,у) = (х,у, 1-х-у) 


Dz((xy) є IR/x«yx1,x20,y20) 


4. La integral dada se puede expresar como: 


ff dx dy + xy dy dz+yzdx dz = еее y): (S Ey )dx dy 
5 р 


5. Para calcular la integral еса ^T, ) dxdy , necesitamos hacer los 
D 


siguientes cálculos auxiliares: 
i 
ii) 
й) A =(1,1,D 


6. Haciendo las sustituciones del caso, obtenemos: 


ffos- a oec [forzosa 
D D 
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Pero z=1-x-y , entonces: 


= ffo o +x(l-x-y)] dx dy 


d-x 
=Í Í [-xy+y-y° +x -x° ]dy dx 


'" 
ss 


| 
= [ xa 01-х 


1 
= Í Lar Ја 


lo 
Observación: 
La integral: xzdx dy + xydydz + yzdxdz= 
> jar 7 
5” Mosindica que S Indica que Ss Indica que S se 
Se proyecta sobre proyectasobreel proyecta sobreel 
él plano XY plano YZ plano XZ 
En este caso: Епемесаѕо: En este caso; 
zsl-x-y  x-l-y-2  y-l-x-z 
La región de. Laregiónde Іа región de 


imepracints: integración es: integración es 


se transforma en: 


d pl=y 
= f fà naas f уа-у- ozay f ps — z)dzdx 
0 0 


1 
2r + 


E 
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EJEMPLO 5 


lateral del sólido en el primer octante limitado por el 


Calcular [f «ndS, donde f(x,y,z) = (yz,xz,xy), S es la superficie 
5 


cilindro 


x*+y=R? y los planos x=0, y=0, z=0, z=H; siendo К, Н 
constantes positivas y n es el vector unitario normal exterior a S. 


Solución: 


Paso 1 


Esbozar un gráfico de la 
superficie S, 


2=H> 


хуг = В? 
х 
х= 0 (es el plano YZ) 
y =0 (es el plano > 
z=0 (es el plano XY) 
z-H (plano paralelo a XY) 
Paso 2 Parameurizar la superficie S 


P:DcIR?-—— IR? 
т (ру) = (Rcosy , Rsenp , v) 


D={(u,v)/0<p<4,0<v <H} 


Paso 3 


Se pide hallar: 


Пр о» )+ (E, XT, ) du dv 
s D 


De: F(u, v) = (Ксоц, R senp, v), 
obtenemos 


a) T, =(-Rsen p, R cosp, 0) 
b) &-( 0, 0, 1) 
с) n xt -(Rcosp, Rsenp, 0) 


d) (удха, ху). (ху) = 
2, XZ, xy) - (R cos н, R sen ц, 0) 


7 К cosp + xz R senp 

= (Rsenp)(v)(Rcosp) + (Rcosp) (v) (Rsenp) 
= Ко senp cosp + К? v cos и sen p 

= 2R v senp cosp 

=R? v sena 


Paso 4 Ya podemos integrar, 
reemplazando los cálculos 
auxiliares en la integral: 
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a2 H 
еч = f Í R*vsen p du dp 
i 
5 


„(г H 
=R* [senda [~ 
JO 


o o 


„ p 2370H 
=R* [m [+] 


0 v=0 


1/2 
жн udi 


EJEMPLO 6| Calcular е5, donde Ё= (х,у,22), S es la porción de la 


superficie x? + y? = 1 —z que se encuentra en el primer octante y n 
es el vector normal unitario exterior a S, 
Solución: 


Se pide calcular [еа [fresco уйу). zc (i x5 Jdu dv 
5 р 


Раѕо 1 Graficar la superficie S. y la parametrización natural es: 


г(х,у)=( 
(xy) eD=(( 


Paso 3 Cálculos auxiliares: 


а) n =(1,0,-2х) 


(0,1, -2у) 
b) ах =(2x,2y,1) 
Paso 2 | Parametrizar la superficie Paso 4 | Luego: 
S: xh y= jag f fends= ff cesa aso 
E D 
Despejar : (+ y) * [osse +22) dx dy 
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como z=1-(x?+ y?) entonces se tendrá: Esta integral es más sencilla, si la región 
D la transformamos en coordenadas 
polares: 
[[mo-ec es ж=гем@ 
D y=rsen0 
2(- G3 + y?))]dx dy dry = г 


JACOBIANO J=r 
0srs1, 0s0<5 


Entonces la integral es: 


i 
l= f [потене озганда do 


1 
= [ [reso creato 2e yendo 


ra 


= [[=е(я-+)уеө+з(#-)] ое 


11. de 


мі 
elo 


s [реон 0 «ie 
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PROBLEMAS PROPUESTOS 


INTEGRALES DE CAMPOS VECTORIALES SOBRE SUPERFICIES 


01. Calcular ПЕ donde f(x,y.z) = (ут, xz, ху), S es la superficie lateral del 


5 

sólido en el primer octante limitado por el cilindro х? + у? =R? у los planos x= 0, 
y=0,z=0,z=H, siendo R, Н constantes positivas y п es el vector normal 
exterior a S. 


Rpta.: 


02. Calcule el valor de la integral [је donde F(x, у,2) = (х,0,0), S es la parte 
S 


de la superficie esférica х? + y? + 22 = 1 contenida dentro del cono. z= (x? + y)? 
y п es la normal unitaria exterior a S. 


Rpta.: 2-0) т 


03. Calcule el valor de la integral [fes donde: F(x.y.z) = (х3,у 2); n esla 
Li 


1 entre los 


normal unitaria exterior a S que es la superficie del cilindro x^ = 
planos z=0 , +2. 


Ара: Эп 


04, Calcule el valor de la integral ffrss donde: S es la superficie 
$ 
x! «yl ez! Ax +y?=0 con 220, F(x,y,z) -(x,y,z); й es el vector 


unitario normal exterior a S. 


Rpta.: — —3m о Зл? , esto depende del sentido de la normal 
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+ Teniendo en cuenta el ejemplo 3, hallar las integrales 5-10: 


05. [к dz + y dx dz zdx dy . donde S es el lado positivo del cubo formado por 


5 
los planos x=0,y=0,2=0,x=1,y=1,2=1. 
Кра: 3 


06, Calcular [= dx dy , donde S es el lado positivo de la mitad inferior de la 
5 
esfera х2 y +Z - R^. 


$ 2x87 
Rpta.: 105 


07. Calcular р dx dy , donde 5 es la сага exterior del elipsoide 5- 
a 


ve 


Rpía: тас 


08. fj Е.й dS, donde S es la cara exterior de la superficie que es intersección de los 
s 
cilindros x? + y! = à! x! + z = а”, situado en el primer octante. 


Rpia: es la suma de dos integrales = E (314 8а) 


09. fee dy + xz dy dz +xy dx dz , donde S ез la cara exterior de la superficie 
5 
situada en el primer octante y formada рог el cilindro x? +y? = А? y los planos 
x=0,y=0,z=0 y z=H 


Rpta.: к?н (22 m ) 


и. [уа ду + xzdy dz+xĉydx dz, donde S es la cara exterior de la superficie 
5 
situada en el primer octante y formada рог el paraboloide de revolución Z 
por el cilindro x^ +y = 1 y los planos coordenados 


Ера: “hs 


во ——— 
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П. Considere las superficies: Sj :x? +y? 


^.ey!'-4Az20 " 


S5: x°+ y ez 24 ^ 250; y sea Q el sólido que estas superficies delimitan. 
a) Identifique las superficies y expresarlos en coordenadas cilíndricas. 
b) Calcule el volumen de Q. 
c) Calcule el área de la superficie frontera de Q que pertenece a S;. 
d) Calcule el flujo de campo F(x, У,2) = (2у,-3х,0) a través de la superficie S, 
contenido en la frontera Q. 
Rpta.: 8, : es un cono de eje z y vértice en (0,0,0) 
S; : es un cilindro de eje, el eje Z y radio 2 
S; : es una semiesfera de radio 2 y centro (0,0,0) 


b) У=16бт , c) Area-8z, d) Flujo=0 


12. Considere el sólido Q limitado por las superficies: Si:z=0 , $›:у=х', 
S;: y +2=4 y considere el campo vectorial F(x.y,z) =(х-у,х+у, д). Calcule: 
a) El volumen de Q. 
b) El área de S; c front Q 


c) El trabajo realizado por F а lo largo de la linca Г que resulta de intersectar la 
frontera de Q con el plano XOY, 
d) La longitud de la línea Г referido en c) 


e) El flujo de F através de S; c front О. 


5 b) ASISTE (4e 17) - Ln G3 87) 


3 aiT 5 


с) W=lí , d) S=2 Mea 3202 E , e BE 


13. Considere el sólido Q limitado inferiormente por la superficie $,:z-4—2y y 
superiormente por la superficie S; 4-xXx'-y' ; considere el campo 


F( x. y. z)-( ху,-х2,22) . Calcule: 


a) El volumen de Q 
b) El área de S, c front Q 


c) El flujo de F a través de S; с front Q 
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d) El trabajo realizado por F a lo largo de la línea que resulta de intersección de S, 
соп Sa. 


Rp: а) 42 b) ут c) 51 d) 0 


14. Sea S una parte del cono z = (х? + y”)"?, delimitada por el cilindro x^- уг = 1, con 


una normal apuntando hacia afuera. Calcular I 2dy dz c 5dz dx -3dx dy). 


5 
Кра: -3n 


15. Determinar el flujo del campo vectorial Ё(х,у,2) =(х,у,0) a través de la 
superficie exterior del sólido х? + у? «9 , 0«z«4. 


Кра: 0 +0+721=72n unidades de flujo 


16, Sca S una superficie exterior al tetraedro limitado por los planos coordenados y el 
plano x+ y + z - 4. Calcular I= ү Тү xzdzdx + xy dx dy) donde: 
5 
а) Ses Іа cara del frente de S ; 
b) Ses la cara de S que está en el plano XZ ; 


с) Ses la cara de S que está en el plano YZ. 
d) S es la cara de S que está en el plano XY ; 


Враг а) 32, b) 2, 9-2, qa -2 


17. Un fluido tiene vector densidad de flujo Е(х,у,2)= (2x - y,1). Sea S el 


hemisferio х? + y! +25 24; 220 y n. lanormal que apunta para afuera. Calcular 
la masa de fluido que atraviesa S en la dirección de n en una unidad de tiempo. 


Rpta.: 4n 


18. Calcular [Гене donde F(x,y,z) - yi - xj y S es la parte de la esfera 
E 


2 2 | | 
X +y +z =a enel primer octante con una normal apuntando para afuera. 


Rpta.: 0 
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20. 


2L 


22. 


23. 


24, 


. Calcular ES . siendo f(x,y,z) 
s 
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xi+yj+zk . S es la parte del plano 
3x +3у e 4z- 12 cortada рог los planos x20 , y=0 , x=1 , y=2 уп es la 
normal con componente z no negativa. 


Rpía.: 6 


Calcular І = ffe dy dz + у? dzdx +z? dx dy, donde S es una superficie de la 
5 


Calcular [оаска zaxay. donde S es una superficie exterior al 
s 


cilindro x° + 2? 


а? limitada por los planos y=-4 , y=4 


Rpta.: ló6n a” 

En los ejercicios del 22 a 25 calcular la integral de superficie dada 

ffs dy dz +2y dz dx + 3zdx ду, donde S es la superficie plana delimitada por el 
5 


triángulo de vértices (3,0,0), (0,2,0) у (0,0,3) 
Rpta.: 18 


f feras aas dx dy , donde S es la superficie exterior del cono 7 
s 
delimitado por los planos z=1 , z=4, 


Кра: 15% 
[ее dz + y?dz dx + 2°4х dy , donde S es la superficie plana delimitada por los 
5 


planos coordenados y рог el plano 7 = 4 y la NORMAL es afuera del origen 


Rpta.: E 
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28. 


23. 


30. 
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ff dy dz + y dz dx + zdx ду, donde S es la superficie plana х= u 4 u,y- u-v, 
E 
z=] — 2p , tomada en el primer octante. 


Rpta.: 


. Calcular 1> еа, siendo f(x,y,z)=xi+2j+3Kk y S una superficie 


5 
exterior a la esfera T(p,v)=(2cospcos v, 2senp cos v,2senv), 0 < р <27, 


. Determinar el flujo del campo vectorial f(x,y,z) - (02x2y) a través de la 


superficie exterior al sólido x y 516, 0<2<4. 


Rpta.: 0 


Calcular I= [јез siendo #(х,у,) =(х+1)і+ yj+2k y S una superficie 
5 


exterior de 2 = y +1 delimitado por x=0,x=1 y z=17 
Rpta.: 208/3 


Determinar el flujo del campo vectorial f(x, y,2)=(2x 


22), a través de la 


interior al cono z = y yl con normal 


at 


superficie esférica xiu y az 
exterior. 


Rpt.: — 2na (2-42) 


Evalúe la integral de superficie [= [је para el сатро vectorial 
5 


Е(х,у,2) =0i+ ye* ј+х2ук > S es la parte del paraboloide z +y que está 
encima del cuadrado 0 £x = 1 , 0 <у<1 y que tiene una orientación hacia arriba. 
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11.5 DIVERGENCIA Y ROTACIONAL 


A. DIVERGENCIA 


Dado el campo vectorial F : U c IR? —> IR? 
(yz) > F Gy) = (Ely), Fay). Р(х,у.) 
donde U es un conjunto abierto еп U. 


Asumimos que F es de clase С! (continuamente diferenciable) sobre О. 


Dado el operador GRADIENTE v (2.2.2). se llama la DIVERGENCIA de 


campo vectorial F, a la función escalar, denotado por div F, tal que 


Producto escalar 


¡OTACIONAL 


Se define la ROTACIONAL del campo vectorial F al campo vectorial, denotado 
por rot F, tal que: 


iod Ж 

=ухЁ=|2 2 2 
rot F=VxF=[== * $ 
ERE 


а OR OR ôf 


[1 Әх? 


EJEMPLO 1| Calcular E(x,y,2)=(x2y?, xyz y cos(xz)), hallar la divergencia 


de F y el rotacional de F. 
Solución: 
Se tiene como dato Е=(х?у? ‚ худ, ycos(xz)) 
Ў Fz Fs 
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a) divF= A mE 
=2xy? +xz- yxsen(xz) 
i i k 
b) a 2 2 
rtF-| x > L3 
х?у? xyz  ycos(xz) 


= (cos(xz) - ху, -(- yzsen(xz) - 0), yz-2x?y) 


=(cos(xz)-xy, yzsen (xz), yz- 2x^y) 


Algunas Aclaraciones Importantes: 


l. V es la letra griega NABLA y el cálculo vectorial lo usa para denotar al 


2 а 
operador eradiente, esto es, V — (2.2 Um, xL 


2. El operador V =(2,2,2) se aplica sobre el campo escalar f (x,y,z) y 


sobre un campo vectorial F=(F, ,F, , F3). 


a) Cuando el operador V se aplica sobre el campo escalar f, se obtiene el 


gradiente de f, esto es: 


b) Cuando el operador V se aplica sobre el campo vectorial 
F= (F|, Fz, F3 )como producto escalar, se obtiene la divergencia de F, 
esto es: 
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с) Cuando el operador V se aplica sobre el campo vectorial F= (F, Fa, F3) 


como producto vectorial, se obtendrá el ROTACIONAL de F, esto єз: 


i jk 

F-a а а 
vxř=-|2 2 2 
H ESRB 


11.6 TEOREMA DE LA DIVERGENCIA Y 
TEOREMA DE STOKES 


Son dos, los teoremas más importantes del cálculo vectorial: el Teorema de la 
divergencia (de Gauss) y el Teorema de Stokes. 


* El Teorema de Gauss relaciona una región cerrada К de IR? (sólido cerrado) con la 
superficie S que la encierra (que es frontera de R). Esta relación se da mediante una 


triple integral de la div F sobre la región К y la doble integral sobre la superficie 5 


e Fl teorema de Stokes relaciona una superficie S de IR con su borde ôs (que es una 
curva cerrada). Esta relación se da mediante una integral doble de rot F sobre la 
superficie S y una integral de línea sobre el borde cerrado de la superficie S. 


TEOREMA DE LA DIVERGENCI 
(DE GAUSS) EN IR 


Sea R una región cerrada en IR? y se 
S=GR la superficie cerrada que c 
frontera de R, con la orientación positiva 
de la normal exterior п (vector normal 
unitario exterior a S) y parametrizada 
por: 


T:DCIR? —> R? 
(Y) —> Fu, Y) 
Si: 
F:Uc IR —»5 R?,F=(F,F,F5) 


es un campo vectorial de clase C’ 
definido en el abierto U, tal que U 5 К, 
entonces : 


[[Ё-#45- ШЕШ dv=dx dy dz 
Ss R 
cs 
5 
ls 


R es el sólido cerrado por las superficies 
51,5 y S. 


Esto es OR = Sj Y S2 US; 


Borde (o frontera) de la región К. 
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1; OREMA DE STOKES EN IR 


Sea S-r(D) una superficie reg 


orientable, parametrivada por la арі 
ción: P:D. IR. IR de clase C? 
la cual proporciona la orientación de S y 
acotada por su borde 25 

Sea F:Uc IR^—o R? un campo 
vectorial de clase C' definido en el 


conjunto abierto U de IR” que contiene a 
S; entonces 


féis- ПЕ 
Б 


ES 


Parametrización de д5 es 


a : [a,b] — IR? Teih 
t a(t 
дш ds-|o' (1) dt 


Parametrización de S, es: 
E (1 v) = (x (1 v). y (11, v). (р, v) 
(1, v) e D 
d$ =(T, x) du dv 


NS) 


|, x | di dv 
Li a Ac] 
< ds 
ñ 


as~ =ñdS 


El borde de la superficie S es 


05 = curva cerrada 
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COROLARIO | Si rotF=0 sobre un conjunto U abierto y simplemente conexo de 


IR, entonces existe un campo escalar f sobre U tal que Vf = Е sobre 
U, y por tanto: 


f *dà =0 para toda curva cerrada C de U. 
č 


Si F(x,y,2)=P(x.y,z) i *Q(x, у,2)і+ (х,у, х) es un сатро 
vectorial definido en el conjunto abierto U c IR y R cU la región 


limitada por una superficie cerrada S, entonces el teorema de la 
divergencia expresado en coordenadas cartesianas es : 


j 


Demostración: 


1. 


2. 


a 


El diferencial de superficie es dS = 


Como hipótesis se tiene el campo vectorial F=Pi+ Qj +RKk 


si о, B, y son los ángulos directores del vector normal n y cos a, cosp, cosy son los 
cosenos directores de п, entonces el vector normal ri se puede expresar como : 


n-cosa i +со 3 j+cosyk 


x ^Ñ | dx dy 


El teorema de la divergencia de Gauss afirma que : 


ff divfév- fes sis а) 
R $ 


En el segundo miembro de (1) desarrollemos el producto escalar siguiente : 


Е.195= (Pi « Qj АК). (cosa + соз р] +cosyk)dS 


= (Pcosa + QcosB-- R cosy) dS 
= P(cosadS)-- Q(cos dS) + К (cosydS) 
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6. Se cumple que: coso dS = dydz , cos dS = dzdx , cosy dS = dxdy. 
Por lo tanto: F+ ñ dS=P dy 02+ 0 dx dz+R dx dy 


7. Como div F UR 


fife 


PROBLEMA 1 Verificar A Teorema de la divergencia de Gauss para el campo 
F= Gr ,у?,2) y el sólido K limitado por las superficies : 


х+у=1, 2=0,7>x42 


R, queda probado que: 


Q 


E 


“жаш Rdxdy 


Solución: 


Paso 1 Graficar el sólido K limitado por los superficies: 


(cilindro) 


(plano xv) 


(plano 1 xz) 


El Teorema de la divergencia de Gauss, aplicado a 
este problema es : 


[Jrs ds [pase ffesa- [ште 


ES А ES 


< 


Para verificar, esta igualdad debemos calcular las cuatro integrales. 


Paso 2 Cálculo de las integrales 
a) Cálculo de: ff [osos 
K 


Para hallar esta integral, necesitamos la divergencia de F y los limites del sólido K: 


820 M —————— 


i) divF=V. 


Entonces: 


реча ff [ew es] dxdy 


2 озу? H1) (e 2) dx dy 


ИТ 


• Como la región : 
D = (Guy) + y! € 1} es circular, 
aplicar coordenadas polares : 


cos 
sena 
xy =r" ; JACOBIANO = r 


La nueva región sobre la cual se integra 
es: 
р = ((1.0)/0<r<1,0<0<2x) 


ол р 
1= [ [е +1) (rcosð+ 2) rdr dð 


шон 
-f [e cos0- r^ cos0+6r* + 2r) dr d 
h 


= | [ir eso 5 cosorgr +] do 


on 
Í [Bcos0+2coso+2+1]w0 


022x 
Em l ET = 
3sen0--Hsen0 $0]77 
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Paso 3 


Cálculo de [е 


Si 


Necesitamos parametrizar Sy: x! + y? 
х = cost 
y =senp 
2=0 


Los límites para i y o, son : 


0O<u<2n,0<z<x+2 


0O<vu<cosu+2 


e La parametrización de S, es: 


T:DcmR! — IR? 
(uv) > F (pv) = (cosp,senp, v) 


D= {(H VVO < <27, 0 <0 < cosp +2) 


Entonces: 
hz ffas- ffe 
E D 


Cálculos auxiliares: 


J- (h xÑ) de dv 


De:  r(u,v)=(cosu,sen p, v) 


Obtenemos: 


Ò 1, =(-senp,cost0) 
i) g2( 0,90 ,]1) 
iii) R^ = (cos, sent, 0) 


Luego: 


Z)» (cosp,senp,0) dp dv 
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n= [foros y "sena da 
y 


2n espe 
-f [ (соз? р + sen? р) dv di 


-Í (cos* н +sen* p) (cosp + 2) dp 
-f (1- 2sen? i cos? p (сози + 2) du 
h 


ол 
= Í (сози +2- 2sen^ p cos? p 


—A4sen^ u cos? u) da 


=[=senp+2u-2 fena eon du 
- [зе] 

=-senp+2p -2 57 dp 
+2 ferte = [а dp 


=-senp+ 24 2575. Zeen" u 


m 


Faso 4 Cálculo de || Б ndS 
ЕД 
Parametrización de Sy 2= 0, х2 + y? «1 


cuya parametrización es: 


| =v cosp 


0<и<2л,0х<о<1 


T:DCIR — IR 
T (u,v) = (о cos р, u sen ц, 0) 


D= { (у)/0 < р<2п,0<0<1} 
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T, = (—usenp, vcos,0) 
го = (cos p,sen p,0) 


=(0,0,- usen? p- v cos? p) 


=(0,0,-0) 


Luego: 1 = | F-nds 


= j Кэ, уз, 2)-(0.0,0) dy do 
$ 
= [oso 
D 
От pl 
a [| [ dodo dp 0 


Cálculo de 1, = [Ё ñas 
ES 


Paso 5 


Parametrizar $3 :2=х +2 


:DCIR? — R? 
(y) => (у) = 
D-((Qy)x «y <1} 


уух +2) 


donde: (1,0,1) 

(0,1,0) 

K^ =(-1,0,1) 
Luego, 


бг» ffo n 1,0,1) dx dy 
5 


= ffe +7) dx dy = ffe * x4 2)dx dy 
D D 
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Como D es circular aplicar coordenadas 
polares 


x=r cos 0 
у=гѕеп ө 


JACOBIANO = г 


PROBLEMA 2 | 


Luego ; 
ix i ССТ 2)rdr d0 
b 
-2n 


Conclusión : 1, + 1. + I; = Зп + 0 + 27 = 5x 


Sean = (х,у,2) , г= |||, К(ту=г?г y 
т) є Rx +y +22 <а?). 


Verifique el Teorema de Іа Divergencia de Gauss рага el campo F sobre el sólido K. 


Solución: 


El teorema de la divergencia afirma la igualdad: I P.ndS- iffe: Еау 
5 K 


a) Cálculo de iffe F dv 
K 


Cálculos auxiliares: 
De: E(F)=r?F , obtenemos: 
divF-r? divi , г=(х,у,2) 
=т(1+1+1) 


=3r 


Luego: 1= ПЕ Ше +22)dv 
(а ES 


Pero: х? + y +2 =а? 


Entonces: 13а? fife 
3 


volumen de la 
esfera de radio “a” 


3 


T zx ну +2 


=W іла 


m 
= dan 


b) Cálculo de: 1= I F-ñ ds 
5 
= [fées ЕТ 
» 


Como datos se tiene: 
i) El campo vectorial E(F)=r?f 


ii) La superficie sobre la cual se integra 
es la superficie esférica: 


5:%№+у +22 
cuya parametrización ез: 
$:DcIR? — IR? 


(ию) —> (11,0) = (asenv сози, 
asenv senp, a созо) 


р = { (0)/0 < р<2л7,0 <о<тп) 
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Cálculo: illaré Luego: 
i) ф„ = (-asenv senp , asenv cosp , 0) 
ii) ф = (acosu cosp, acoso senp, -asenu) 1= I a?asenv(T - Q(u, v))du do 
iii) — (6, х 6) = аѕепо ф (u,v) D 


Luego: = If а? senv( 


I- [fe F)+»(asenv ф(ц,у)) du du 


у? +2?)дн du 


D 
ол 
D EP [ Гоа 
y 
donde: P=xdry+zd=a — l 
Фу) =(X,y,7) 
т =(x,y,z) = даёт 


PROBLEMA 3 Usando el Teorema de Stokes calcular f 3ydx - xzdy - yz!dz 
— p 


donde Г es la intersección de la superficie definida por 
2z=x' + y! , con el plano z= 2, recorrida en sentido antihorario 
vista desde el eje Z positivo hacia el origen. 


Solución: 
i El teorema de Stokes, relaciona la 
Se pide calcul dx —xzdy - yz E J 
PRISES фз sayeye integral de línea sobre el borde de la 
2 2 superficie S con la integral de superficie 
donde: Y: 2z=x" +y sobre la superficie S. 
z=2 
Esto es: 
H jea- ffet s 


г SL азы integral 
En este problema Г es el borde del 
plano: x y £4, z= 2, pero también es 


borde del paraboloide 22= x^ + y". La 


proyección de ambas superficies es la 


región D = (уух +y? <4}. 
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* La doble integral ПЕ se 
s 


puede calcular sobre el plano S: z - 2 
o sobre cl paraboloide S: 2; 
pues el resultado será el mismo. 


* Por la sencillez del cálculo, vamos 
hallar la doble integral 


Sí rot Ё. dS sobre el plano z -2. 
5 


Veamos: 


a) De la función vectorial 


P-(3yexz-yZ) , obtenemos el 
rotor de F: 
P og k 
ped 28 2 
rot F= 2 $ A 


=(-z°+x,-(0-0),-z-3) 


=(-2+x,0,-2-3) 


b) De la parametrización de S : z = 


T:DCIR? —> R? 
(у) —9 FG) = (2) 


obtenemos: 
i) (1,0,0) 
ii) (0,1,0) 
i) T¿Añ,=(0,0,1) 
iv) d$- (т, ^) dx dy 


Luego : 


Jfos-s- ffe * 80,7 2-3) (004) dx dy 
D D 


= ПЕЕ 2 
> 

= SS 
D 


EJIIS 
Ка. 


ТСТ) 
D es un circio de rado 2. 


-5(x(2)1 


=-201 


* Nota: 
Si queremos hacer el cálculo directo 
de la integral de línea: 
fsa —xzdy -yz/dz ; 
5 
debemos, en primer lugar, parametri- 
zarT. 
La parametrización de Г es: 


G(t) = (2cost2sent,2),t e[0,2n] 


• Elresultado es фе-аа- 20 
т 


Si respetamos el sentido de Г, según 
el Teorema de Stokes, el resultado 


es: 207. 
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donde f 


Usar el Teorema de Gauss para determinar fiis 


5 


2 „у – 2ху,42—2у2) п es el vector unitario normal 


exterior а S, la cual es la superficie que limita al sólido 


к={ б»,д! у2 +22 5х9} 


Solución: 


Graficar el sólido K, limitado por las superficies: 


х = yy” + 2? (сопо) 
х=9 (plano) 


El teorema de la divergencia de Gauss: 


AS 


Sup vol 
Debemos hallar 


PROBLEMA 5 || 


Cálculos auxiliares: 

a) de f= Ae 2 2xy Az -2yz 

) ( >, yz) 
M N Р 


obtenemos: 


divf=2M, 


=2x +2y-2x+4-2y 
=4 
b) Luego: 


П 


vol K 
=4 ff dv 
K 
T NE 
Volumen del cono 


=4[(9°х)(9)] 


=9727 


Usando el Teorema de Stokes calcular el trabajo que realiza el 


campo de fuerzas Е = (y? , ху, х2) para mover una partícula 
alrededor de la curva © determinada por la intersección de las 
superficies х2 + y! =2y ,y-z=0. 


825 m= mmm 


INTEGRALES. DE SUPERFICIES 


Solución: 


El teorema de Stokes еѕ — W= 


jéa- |] vods 
Tam] 5 


1. 


2: 


а) 


En primer lugar graficar: 


а) xi«yl22y 
x+y y+.. -0 
*+y-2y+1 al 
xy - =1 (cilindro) 


b) у-2=0 (plano perpendicular 
al plano YZ y pasa por 
el origen) 


?+(у-1)<1 


Debemos calcular ffe F.d$ 


5 
Cálculos auxiliares 


De F=(y?,xy,xz) obtenemos: 
i j k 
2 а 
wy wr 
y! xy xz 


2(0-0.-(z-0),y-2y 
=(0,-2,-y) 


b) Parametrizar la superficie S : у-2=0 
z-y 
es; 


T:DCIR? — R? 


D= (xy) e IR/x! «(y- 1! «1) 
Ę =(1,0,0) 

y =(0,1,1) 

& Ar, =(0,-1,1) 


с) dS=(F, AT, ) dx dy 
= (0, 1,1) dx dy 


3. Entonces: 


ПЕЕ ffe Z.-y)»(0, 1.1) dx dy 
s D 


: [ео реюу-2=0 
> 


= о-о 
D 
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Usando el Teorema de Stokes calcular el trabajo realizado por 


F-(y-2,X3z2,x + y?) para desplazar una partícula a lo 
largo de la curva que es intersección de las superficies: 

х+ху+ y =4, y+ z= 6 siendo el recorrido en sentido antihora- 
rio vista desde la parte positiva del eje Z. 


Solución: 
El teorema de Stokes es: 
w= fii- ПЕ 
es 


У 1 


Calcular esta integral 


Debemos integrar ffo F.dS 
s 


Para ello, necesitamos: 


a) Calcular el rot Е.45 


b) Parametrizar la superficie S, рага 
hallar dS — (5 лт) dxdy 


Veamos: 
i i k 
a) rtF-| E s ® 
yz хау? 
=i(2y-22)-j(2x-22)+k(2x-2y) 
=2(у-2,2-х,х- у) 


b) La curva 62 51 5: [Sii +хү+уг=4 
es el borde de la super- |S»:y+2=8 
ficie Sz: y +z=6 que 
es cortada por el cilin- 
dro elíptico rotado S, . 


* La parametrización natural de la 
superficie y+z=6 
z-6-y,es: 
T:DCIR — IR? 
(х,у) —> T (xy) = (y. 6- y) 


D-((xy)x «xy y <4} 


+ d$-(& ^E) dxdy 


e Cálculos auxiliares: 


i) т, =(1,0,0) 

ii) у =(0,1,-1) 

й) тлі = (0,1,1) 

i) dS =(0,1,1)dxdy 
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e Luego: 


[= f[2622 0 oes 
8 D 


-2 ПЕЕ 


D 


Pero: у+2=6 
=2 [fi-a 
D 


=4 [one 
| 


El borde de Іа región D es la elipse 
rotada: 


ff» Ё-48-12 ff^ aff убх dy 
D D 


s. 
rr 


Área de D 


24| 4 || ydx dy 


Cálculo de: I y dx dy 
D 


Aplicando coordenadas polares: 


x=rcos0 
у= гсп 
JACOBIANO =Y 


La ecuación xa y +xy=4 
se convierte еп: г? +1? send соѕ0 =4 
г (1 + senO cos0) = 4 


T=- 
Пе senü cos 
La nueva región de integración es: 


È= 9/0 сте 
dl (60/02 соз® ` 


0<ёө<2л} 
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t 
— 
< 
e 
е 
e 
© 
u 
s— 
El 
| 
H 
$ 
5 
Ф 
e 
а 
© 


On - 
-Í seno do [77995 ar 


n 
= | 2(1+senOcos0) Y? seno dð 
3) 


PROPUESTOS 


TEOREMA DE LA DIVERGENCIA Y TEOREMA DE STOKES ] 


02. 


Ѕеа Е(х,у,2) = (2,х2, z? ) un campo vectorial y T la intersección de las superficies 
z -xly ; x? + y = d. Usando el teorema de Stokes, calcule el trabajo que realiza el 


campo de fuerzas F para trasladar una partícula alrededor de T una sola vez. El 
recorrido es en sentido horario visto desde el origen. 


Rpta.: 2 (ай +8)л 


Un cono de altura h, eje sobre el eje z, vértice en el origen y el ángulo entre su eje у 
cualquier generatriz es $ es cortado por el plano z = ®. Verifique el Teorema de la 


divergencia para el campo E(x, y,z)=(y,x,2) y la superficie que limita al tronco 


de cono comprendido entre z-h y z= 


Rpta.: 


03, 


0, 


05, 


06. 


07, 


INTEGRALES DE SUPERFICIES 


Usando el teorema de la divergencia de Gauss determine el valor de la integral de 
superficie del campo vectorial F(x, у,2)= (3у? -2)i-y) ј+(х+2ул)К sobre 
la superficie $ descrita por la ecuación х2 +22 = у? con 0<y< 1. 

Rpta.: т 

Usando el Teorema de Stokes determine el trabajo que realiza el campo de fuerzas 
F(x, y,z)=(y-2) ia (2+1) ј+(2+2)К para trasladar una partícula, una sola 
vez, alrededor de la curva C, intersección de las superficies : 


B 79. 3 H В : 
X Ry +z = 2х + 2у 2Z ; X t y * Z = 2, siendo el recorrido, visto desde el 
origen, en sentido antihorario. 


Rpta.: 345x 


Verificar el teorema de Stokes para el campo F( y.z)-zi +xj +ук sobre la 
superficie S que es la parte del paraboloide z=1=x?- y? con z>0. 


Rpta.: n 

Usando el teorema de la divergencia de Gauss calcular la integral ffias 
5 

donde F(x,y,z) s2xi « yjzk y S es la frontera del sólido limitado por el 

paraboloide z — х2 + y^ ; y el plano z 22x. 


Кра: — 22 


zi - xj e2yk, S es la 


Calcular ү ЕЗ sabiendo que F(xy,z)- 
5 


superficie con ecuación (X + у? + 2) 24x ,1«x « 4^? 


normal exterior a S. 


y es el vector unitario 


Кра: — [3(2/2)-2]n 


Usando el teorema de la divergencia de Gauss calcule el valor de la integral 


(Ж donde Е(х,у,2) = (0, хуг? Зх) y У es el sólido limitado por las 
р 


superficies z - (x^ +y? y; z-4 
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03. Usando el Teorema de Stokes calcular el trabajo que realiza el campo de fuerzas 
F =(у?, ху, хг) para mover una partícula alrededor de la curva C determinada рог 


la intersección de las superficies xX? + уг = 2у ,y-z- 0. 


10. Usando el Teorema de Stokes calcular { 3ydx-xzdy-yz/dz donde Г es la 
г 


intersección de la superficie definida рог 22 = х? + y^ , con el plano z=2, recorrida 


en sentido antihorario vista desde el eje 7. positivo hacia el origen. 


11. Usar el Teorema de Gauss para determinar I f.i dS donde: 


f =(x? +22 


2ху,42-2ух), п es el vector unitario normal exterior a S, la 
cual es la superficie que limita al sólido К = { ym de +22 <x<9) 


12. Usando el Teorema de Stokes, calcular el trabajo realizado рог: 


" 2 2 2 2. А 
Е= (у + Z,x «2, 0+ y) para desplazar una partícula a lo largo de la curva que 
es intersección de las superficies : х? + xy +y*=4 , у+2= 6 siendo el recorrido 


en sentido antihorario vista desde la parte positiva del eje Z. 


13. Verificar el Teorema de la divergencia de Gauss para el campo F= ( A] yel 
sólido K limitado por las superficies: х? ky -1 , z-0 , z-x-«2. 
M.Si F(x,y,z) = (Se * — 6y-- Ln(1—z), 4x е e^ ,3x?y*z), un campo de 


fuerzas. Hallar el trabajo realizado por F al mover una carga eléctrica alrededor de 
la curva T , en sentido antihorario, Г: 9x^ + 16y?= 144 


Rpta.: 1201 

15. Calcular el trabajo que realiza el campo de fuerzas: 
F(x y.z) =(2y? -&, -x ,20- 2y) al trasladar una partícula a lo largo de la 
curva Г intersección de la superficie que limita al sólido: 


= ((x,y,z) € 1:0 <х<1 »0<y<2,0<z<3)] y el plano 2х+2у+2=4 
recorrida en sentido antihorario vista desde la parte superior del eje 7. 


x2 1 ee 
Rpu.: — ZEN | вура f [s + y +1)dydx 
1 (12%) \/2 


El desarrollo de estas dos integrales es la solución. 


832 


16. 


y. 


18. 


20. 


INTEGRALES DE SUPERFICIES 


Usando el teorema de la divergencia de Gauss calcule el valor de la integral 
ff ndS , donde: S es la parte lateral del tronco del cono z= 2 limitado 
S 

por los planos z=1 =4, Е(х,у,2)=(х? +22,у? +221); п es el vector 

unitario normal exterior a S. 

Rpta.: IST 

Verifique el Teorema de la divergencia de Gauss usando el campo 


Е(х,у,2)= хі +уј +26 y el sólido limitado рог los paraboloides zzx'42y, 
z-12-2x 


Rpta.: 72n 
Usando el Teorema de la Divergencia, hallar el flujo producido por el campo de 


fuerzas F(x,y,z) = (3, y),3z), hacia la parte exterior de la región encerrada por 
las superficies: д= х? , х2 «y!-1, z-0 


. j 
Rpta.: T 
Aplicando la fórmula de Stokes, transformar la integral: 


y +z? )dx+(x? e y?)dy « (x? +y?)dz tomada a lo largo de cierto contorno 
E 
L 


cerrado, en la integral de superficie “tendida” sobre este contorno. 
Ера: 2 | (x — y)dxdy (y —x ) dydz 4 (z— x )dxdz 


5 


Calcular la integral Í x?y? dx +dy 4- zdz , donde el contorno L es la circunferencia 
L 


a) directamente, 


b) aplicando la fórmula de Stokes y considerando la semiesfera 


y? como superficie, La integración, a lo largo de la 


т=+үк 
circunferencia en el plano XOY, debe efectuarse en el sentido positivo. 


лв 


Rpia.: 3 
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21. Verifique el Teorema de Stokes para F( х,у,2)= 2yi - 3xj siendo 


^ 0<2<4 


Rpta.: 20x 


22. Utilice el Teorema de Stokes para calcular f dr en los siguientes casos: 
г 


a) Г es la intersección de las superficies 2+y?=1 ^ z-1; 
F(x,y.z) = (3z-senx)i +(x? +e” у} +(у? —cosz)k 

b) T es el cuadrado de vértices (1,0,2) , (1,1,2) , (0,1,2), (0,0,2); 
E( х,у,2)= yzi + xyj +xzk 


Rpta: а) 0 А Ы) =°% 


23. Use el Teorema de Stokes para calcular [[=® 148 en los siguientes casos: 
5 
а) S:z24- X -y 1220; F(xy,z) S2yi - jexk 
b) S: esel triángulo de vértices (1,0,0) , (0.2,0) , (0,0,3); 


F(xy,z)exyli +yz? j+zx? k 


Rpta.: a) -8n DE 


24. 


V: a fff n dxdydz = área (S) siendo n el vector unitario normal a S. 
Q 


b) El flujo de campo F= 
igual al triplo de V. 


25. 


entonces I div п dxdydz es numéricamente igual al área de S (п = vector 
© 


unitario normal a S). 


Probar que siendo S una superficie cerrada que limita al sólido Q de volumen 


i+yj+zk a través de S es numéricamente 


Probar que siendo S una superficie cerrada y que limita al sólido Q de volumen V, 


26. 


2. 


29. 


. Evaluar [^s donde F(x,y,2)=(=y 
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Considera la superficie cónica S de vértice V = (1,1,2) y cuya base es la elipse 
definida por 9х2 + 4у = 1 A 2=1. 


a) Determine una representación paramétrica de 5 (note que es una superficie 
reglada) 


b) Calcule, usando un teorema estudiado, || fo f «n dS , siendo: 
Б] 


f (xy,z) = (х, xa y ‚ 2?) y n es el vector normal unitario а S, con tercera 
componente positiva. 


Rpta.: 
a) 1,0) = (162 (558-1) , 142 (828-1), 2-3). 2.101), 0e [0,27] 
b) Porel Teorema de Stokes I rot f n d$ = 2/6 

s 


a) Determine una representación paramétrica de la superficie S formada por los 
segmentos de recta que unen el punto V=(0,0,1) con los puntos de la 
elipse х? + 4y! = 1. 


b) Determine el campo vectorial G tal que F-rotG- (х,-у+2,у) 


с) Calcule, teniendo las líneas anteriores I F.nds 
5 


Ера: а) r(t0)-(tcos0, 5sen0,1-t), 0«t«1,0«0«2 
b) С - (0, ху, xy —xz) с) 0 


T G ) y C es la curva de la intersección 
del plano у+2=2 con el cilindro y? +22 = 1 (el sentido de C es antihorario visto 
desde arriba) 


Rpta: т 


Utilice el Teorema de Stokes para calcular la integral [| rot F-dS, donde 
5 

F(x, y,2)= yzi + xzj +: xyk y S es la parte de la esfera x° + y! +22 = 4 que está 

adentro del cilindro x*+y?=1 y arriba del plano XY. 


Rpta: 0 
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35. 


36. 


MOISÉS LÁZARO CARRIÓN 


Calcule el trabajo realizado por el campo de fuerza: 


je +y? )k cuando una particula se mueve 


bajo su influencia alrededor de la orilla de la parte de la esfera X° + y^ +22 = 4 que 
está en el primer octante, y que está orientada en sentido contrario a] movimiento de 
las manecillas del reloj, vista desde arriba. 


Rpta.: 16 


F(x,y,z) = (х^ ez^)i e (y! +x 


Para los ejercicios 31 calcula la integral de superficie I F.dS 
5 


= ор 
E(x, y.z) = (- xz.-yz z? ), S es la elipsoide аа] 
a^ i [d 


Rpta.: 0 


E F(x, y,Z)-(zcosy,xsenz, xz), S es la superficie del tetraedro acotado por los 


planos х=0,у=0,2=0,2х+у+2-=2. 


Rpta.: РЯ 


. F(x,y,z) = (уе ‚у?,е?У) ,S es la superficie del sólido acotado por el cilindro 


x +y =9 y el plano 2=0 y z=y-3. 
Rpta.: -817/2 


L Е(х,у,2) - (xy? уд, 2х2), S es la superficie del sólido que está entre los 


cilindros x^ + y- Low xt y-4 y entre los planos 2=1 y 2=3. 


Rpta.: 27r. 


F(x, y. z) = (ey tgz.y 3-x? .Xseny), S es la superficie del sólido que está 
entre el plano XY y debajo de la superficie z=2 — х -уќ,-1<х5<1,-1<у<1. 


Rpta.: зат 4/2/60 +4) aresen (3/3). 

Use el Teorema de la divergencia para hallar ffr . donde 
5 

F(x,y,2)=2%x E -tmnz)je(x? +2+y?)K, y S es la mitad superior de la 

esfera x+y +z =l 


Rpta.: >= 
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